UNITATEA DE INVATARE Nr. 4 - INTEGRALE CURBILINII,
INTEGRALE MULTIPLE, INTEGRALE DE SUPRAFATA, FORMULE
INTEGRALE

Obiective urmarite:

Insusirea notiunilor fundamentale si a algoritmilor specifici de rezolvare a problemelor
din domeniul calculului integral,

Formarea si dezvoltarea bazei matematice a studentilor pentru disciplinele fundamentale
si de specialitate din anii superiori;

Formarea si dezvoltarea deprinderilor si aptitudinilor de analiza logica, formulare

corectd si argumentare fundamentata in solutionarea problemelor de naturd matematica
si de specialitate, precum si formarea si dezvoltarea unui rationament riguros si a
abilitatilor de calcul rapid si corect necesare pentru diferite aplicatii.

Formarea si dezvoltarea capacitatilor de abstractizare, generalizare si sinteza;

Aplicarea analizei matematice in alte domenii ale stiintei si practicii.

Rezumat:

In aceasta unitate de invitare sunt prezentate, pe parcursul a cinci lectii, principalele notiuni
teoretice referitoare la integrala curbilinie de tipul I si II, integrala dubla, integrala tripla,
integrala de suprafata de tipul I si II, formulele integrale Green, Stockes, Gauss-Ostrogradski,
precum si algoritmii cei mai des intdlniti pentru rezolvarea problemelor specifice referitoare la
tematica acestei unitati de Invatare.

Dupa parcurgerea celor cinci lectii din cuprinsul unititii de invatare studentii vor
dobandi cunostintele teoretice si isi vor forma deprinderile practice cu ajutorul carora vor
putea recunoaste, intelege si rezolva probleme specifice referitoare la tematica anuntatad
anterior.

Organizarea materialului este urmatoarea:
= Ja inceputul fiecdrei lectii sunt prezentate pe scurt principalele rezultate teoretice,
formule si algoritmi de rezolvare pentru problemele specifice temei studiate;
* urmeaza un numar semnificativ de probleme rezolvate, care acopera intreaga gama a
notiunilor teoretice si algoritmilor de rezolvare prezentati anterior;

in finalul fiecarei lectii este propus un test de autoevaluare si la sfarsitul unitatii de

invatare una sau doud teme de control, problemele propuse fiind variate, ordonate

dupa gradul lor de dificultate si acoperind intreaga tematica studiatd 1n unitatea de
invatare respectiva.

Materialul trebuie parcurs in ordinea sa fireasca prezentatd in cuprinsul unitatii de
invdtare, inclusiv in portiunea referitoare la aplicatii. Metoda de studiu va fi cea specifica
disciplinelor matematice, cu utilizarea expresa a adnotdrilor facute cu creionul pe tot parcursul
textului. Se recomanda Intocmirea unui caiet de probleme. Pentru fiecare tip de exercitiu se
recomanda identificarea algoritmului si descompunerea acestuia 1n etape succesive. Se
recomanda studierea solutiilor problemelor rezolvate si rezolvarea completd a problemelor
propuse in testele de autoevaluare si in temele de control propuse.
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Cuvinte cheie:

- Drum, drum rectificabil, curbd, curbad rectificabild, integrald curbilinie de primul tip,
integrala curbilinie de al doilea tip, independenta de drum a integralei curbilinii de tipul doi;

- Diviziune, sistem de puncte intermediare asociat unei diviziuni, sumda Riemann, suma
Darboux inferioara si suma Darboux superioara, multime neglijabila, functie continua aproape
peste tot (continud a.p.t.), domeniu simplu in raport cu o axa de coordonate, schimbarea de

variabild la integrala multipla;

- Panza parametrizata, suprafatd parametrizatd, forma diferentiala, integrald de suprafatd de
primul tip, suprafatd orientata, integrala de suprafatd de al doilea tip;

- forma diferentiald, diferentiala exterioard, domeniu cu bord regulat, domeniu orientat,
formulele Green, Stockes, Gauss-Ostrogradski, camp vectorial, rotor, divergenta, circulatie,
flux.

Timp de studiu:

Timpul mediu necesar parcurgerii si insusirii notiunilor teoretice, algoritmilor practici de
rezolvare a problemelor, formarii deprinderilor practice de rezolvare si dobandirii

competentelor anuntate este de aproximativ 2-3 ore de studiu pentru fiecare lectie, intr-un ritm
constant, pe toatd durata semestrului. Se adaugd un timp mediu aproximativ egal pentru
rezolvarea Testelor de autoevaluare si a Temelor de control.

LECTIA 9 - INTEGRALA CURBILINIE

1. Notiuni teoretice

Definitia 5.1

(i) Fie 1 = [a,b] interval compact. O functie continui d : / —> R> se numeste drum.

(ii) Se numeste imaginea drumului multimea

I(d)={d(t),t e[a.b]} ={(f(t),g(t),h(t)),te[a,b]} .
(iii) Daca d (a) =d (b) , atunci drumul se numeste inchis.
() Fie d: 1 >R, d(t)=(f(1).g(t).h(t)).

Drumul d se numeste rectificabil dacd i numai daca functiile f, g, 4 sunt cu variatie

marginiti pe [a,b] )
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Lungimea drumului d, daca f, g, 4 au derivatd integrabild pe [a,b], este datd de

relaga £(d) = [ \[12 (1) + & (1) + 42 (1) .

(v) Doud drumuri d : [a,b] - R} si 8:[0(,[3] —TR? se numesc echivalente daca

existi o functie : [a,b] —> [OL, B], astfel  incat co(a) =a; (D(b) =P
siVte [a,b], d(t) :(SOm)(t).

Relatia astfel definita este o relatie de echivalenta.

(vi) Se numeste curbd o clasd de drumuri echivalente. Se numeste curba inchisa o
curba ce contine un drum inchis, se numeste curba rectificabild o curbd ce contine un drum

rectificabil, se numeste lungimea curbei lungimea comuna a drumurilor care alcatuiesc curba
si se numeste imaginea curbei imaginea drumurilor care apartin curbei.

Definitia 5.2. Fie C o curba rectificabild in spatiu:
x=/(1)

C:[a,b]—>R3, C= y:g(t) te[a,b]
z= h(l)

sifie F:DcC R® 5> R. (D un domeniu ce contine imaginea curbei C)
Fie / (t ) lungimea curbei C. Daca integrala Stieltjes.

[PF(7(0)-8(0).h(0))a (1)

a

exista, atunci ea se noteaza J.F (x, v,z )df si se numeste integrala curbilinie de primul tip a

C
functiei £’ de-a lungul curbei C.

Observatia 5.3
(i) Daci functiile f, g, h sunt de clasa C l([a,b]) si dacd F este continud pe D,

[F(x.y.z)ae= ij( £ g(6) RN L () + g (1) + (1) dr.

(ii) Considerand un fir material de grosime neglijabila care este imaginea unei curbe C

si daca p = },t(x, .z ) este densitatea In punctul (x, y,z) , atunci masa M si coordonatele

centrului de greutate X, Vg, Zg sunt date de formulele:

1
leu(x,y,z)dﬁ, XG =M2[xu(x,y,z)d€,

1 1
YG :ﬁiyu(%%z)df, zZG =ﬂ‘([zu(x,y,z)df,
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evident daca integralele de mai sus exista.

Definitia 5.4
(i) Fie C={(f(t),g(t),h(t)),te[a,b]} o curbd in spatiu; D un domeniu in

spatiul euclidian R? care contine imaginea curbei C; P,O,R: D — R3.
Daca integralele Stieltjes

exista atunci suma lor se noteaza

J.P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy+ R(x,y,z)dz
c

si se numeste integrala curbilinie de tipul al doilea.
Dacd functiile P, (O, R sunt continue si curba C rectificabild, atunci integrala

curbilinie de tipul al doilea exista.
(ii) Din punct de vedere mecanic integrala

J.P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy+ R(x,y,z)dz
c

reprezinta lucrul mecanic al fortei vectoriale

—

F(x,y,z) = P(x,y,z)l7 + Q(x,y,z)] + R(x,y,z)k
al carei punct de aplicatie descrie curba C.
Proprietatile 5.5
(i) Daca P;Q;R:Dc R> >R sunt functii continue pe D si daca functiile
f,g,h :[a,b] — R sunt functii de clasi C ! ([a,b]), atunci integrala curbilinie de tipul al

doilea exista si

J.P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =
=Jj[P(f(l),g(t),h(t))f'(l)+Q(f(l),g(t),h(t))-g'(l)+R(f(l),g(t),h(t))-h'(t)]dl.

(ii) Fie C o curba in spatiu, D un domeniu care include imaginea lui C si
H,Ql,Rl,g,Qz,Rz : D % R, }\41}\42 e R .

Atunci, daca exista integralele
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IE xy,z)dx+Q(x v,z )dy+R(x v,z )dz, i=12,
c

are loc egalitatea

.[22:“7(9‘% dX+ZKQ (x,0.2 dy+zx (x,9,2)dz =
ci=l i=1

2
Z I X, ¥,z dx+Q,~(x,y,z)dy+Rl-(x,y,z)dz.
i=1

(i) Fie C;, C, doua curbe juxtapozabile si C = C; U C,.
Fie P,QO,R:D — R, unde D este un domeniu ce contine imaginea curbei C. Atunci,

daca integralele exista, are loc egalitatea:

J. P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dZ:
c=c,UG,

2
= Z I P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz.
i=1 G

Definitia 5.6
(i) Fie P,O,R:DcC R’ >R functii continue. Dacd existd F:D—>R,
diferentiabila pe D astfel Incat
dF(x,y,z) = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz, A4 (x,y,z) eD,
atunci spunem ca expresia

P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz

este o diferentiala totala pe D.
(ii) Spunem ca integrala curbilinie nu depinde de drum dacd pentru orice curbe

C; s1 C, avand acelasi punct initial si acelasi punct final

J.P(x,y,z)dx-l-Q(X,y,Z)dy+R(x,y,Z)dZ -
G

- _[P(x,y,z)dxq-Q(x,y,z)dy+R(X,y,Z)dZ:
G

(xz V2522 )

not I P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,Z)dz,

(xl | ,Zl)

unde (xl - ) sl (x2 V2529 ) sunt extremitatile initiala si finala ale curbei C;, i =1,2.
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Proprietatile 5.7

(i) Fie P,O,R:D c R® 5 R functii continue.
Conditia necesara si suficientd pentru ca integrala

J.P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy+ R(x,y,z)dz
C

sa nu depinda de drum este ca expresia
P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz

sa fie o diferentiala totala pe D.
In aceste conditii o functie /' cu proprietatea

dF :P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dZ

este datd de relatia
y
F()?,)_/,E): I P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz,

unde (xo, yO,ZO) este un punct fixat In D, iar (f,)_/,f) este un punct oarecare

in D.

(ii) Integrala unei diferentiale exacte pe o curba inchisa este nula.

(iii) Fie P,O,R:D — R functii continue ce admit derivate partiale dupa orice
directie. Atunci

P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz

este o diferentiald exactd dacd si numai dacd pentru orice (x, y,z) € D au loc egalitatile

oP 30 90 OR . OR QP

oy ox oz oy ox oz
2. Probleme rezolvate

Sa se arate ca urmatoarele drumuri au aceeasi imagine. Sunt drumuri echivalente
cu aceeasi orientare?

f: [0,275] — ]Rz, f(t) = (acost,bsint);
g:[0,2n] - R2, g(t)=(acost,~bsint).
Rezolvare. Dacd notdim cu X =acost §i y =bsint, prin eliminarea lui ¢, rezultd

imaginea drumului f ca fiind elipsa

2 2

T +2X 1=o0.

a b?
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Analog, dacd notdm cu x = acost, y =—bsint, rezultd cd Im g este aceeasi elipsa.

Prima parametrizare parcurge elipsa in sens trigonometric direct, iar a doua, in sens invers.
Rezultd ca f'si g nu sunt echivalente cu aceeasi orientare.

Sa se arate ca urmatoarele drumuri sunt echivalente cu aceeasi orientare:

f:[0,2n] > R>, f(¢)=(acost,asint,b);
g:[O,2n]—)R3, g(t)=(acos2t,asin2t,b).

Rezolvare. Daca notam cu

X=acost, y=asint, z=b sau x=acos2t, y=asin2t, z=»>b,

. e . ™3 : . < o a
obtinem ca imaginea in R” a lui f si g este cercul cu centrul pe axa Oz, de razi a situat in

planul z =5 . Observam ci aplicatia

¢:[0,2n] > [0,7], @(7) =
este bijectiva, continua, strict crescatoare, iar

f(t) :(goq))(t), te[0,2n].

Rezulta ca f si g sunt echivalente cu aceeasi orientare.

z
2

Sa se calculeze lungimea cicloidei
X =t-—sint;
& t[0,27].
y=1-cost,

Rezolvare.

(0)=fas= [\ () + [ ()=
- '[Oznmdt _ 2jo2nsin%dt _3,

E Sa se calculeze lungimea cardioidei
xX= R(2c0st - c0s2t);

te|0,2n|, R>0.
y:R(2sint—sin2t), E[ n] 7

Y

Rezolvare.

((y)= Iozn\/Rz(—2sint +2cos2t)2 +R2(2cost—20032t)2 dt=16R.
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Sa se calculeze integrala curbilinie de primul tip jxyds , unde
Y

— 2.
y:{x—cos & te[0,x].
¥ = cost,

Rezolvare.

T
‘[xde:J. cos® rsintV4cos? t+1dr=0.
0
Y
El Sa se calculeze

unde Yy are ca imagine multimea
Fz{(x,y,z)‘x2 +y2 :a2,x+y+Z:0}.
Rezolvare. y are parametrizarea
X =acost,
Y:4y =asint; te[0,2n]
z= —a(sint + cost),

-7

Y

2n . ) . 2
= I (a2 cos’t —a’sin’ t)\/a2 sin’t+a’cos’t+a’ (cost—sinz)” dr=0.
0

Sa se calculeze integrala curbilinie de al doilea tip:

Ixydx+dy,
Y
unde
x =9cost;
:{ ] te[0,2n].
y =9sint,
Rezolvare.
o . 3t21t
Ixydx+dy:j0 [8100stsint(—9sint)+9cost]dt =729 +9sint§1t =0.
Y 0
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Sa se calculeze:

I:J.(y2 +2)cz)dx+2y(x+z)dy+(x2 +y2)dz,

Y
unde

X =acost,
v:3y =bsint; te[0,27c].
z=ct,

Rezolvare.
21 .9 .
1 :j [(b sin t+2actcost)(—as1nt)+
0
+ 2bsint(a CcoSst + ct) . (bcost) + (a2 cos’ t + b sin? t) . c}dt =
= 2na’e.
El Sa se calculeze:

(2.-1)
[:J‘(_Ll) x(1+x)dx—y(1+y)dy,

verificandu-se ¢ nu depinde de drumul care uneste punctele (—1,1) si (2, —1) .

Rezolvare. Fie P(x,y) = x(l + x) si Q(x,y) = —y(l + y) .
oP
Avem — =—. Rezulta ca integrala nu depinde de drumul care uneste punctele

oy Ox
( —1,1) si (2, —1) . Fie y drumul care uneste cele doud puncte:

Jx=3t-1; . [01]
"y, TS

Atunci:

1 31
1= [90(3-1)+2(-20 +1)(-20 +2) Jar ==

Sa se determine functia U : R? 5 R, daca

dU=(2x2 +2xy—yz)dx+(x2 —2xy—y2)dy.
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Rezolvare. Fie (xo , yo) eR?

U(x,y)zj.x (2t2+2ty0—y§)dt+J.y (x2—2xt—t2)dt:

X0 Yo

X 2 y

2 ¥ 2.1Y t
—Yot| +x7t| —x—
Yo

y
f3

3

X
Na
5 Yo

X0

Sy
3

X0

X0 Yo Yo

= x;y(xz +4xy+y2)+C,

unde C este o constanta reala.

Sa se calculeze lucrul mecanic efectuat de forta

F(x,y,z):(2x+y+z, xX+2y+z, x+y+2z)
cand punctul ei de aplicatie descrie arcul
AB = {(x,y,z) ‘ xX=acost,y=asint,z=bt, t € [0,71]} .
Rezolvare. Lucrul mecanic L este
L = I (2x+y+z)dx+(x+2y+z)dy+(x+z+2z)dz=
AB
= J.Oﬁ[(2a cost +asint +bt)-(—asint)+(acost +2asint + bt )(acost) +

+(acost +asint +2bt) -b}dt =bn(bn-2a).

Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii:

x=1n(1+t2);

J'ye_xdﬁ, dacid C = te[O,l].
C

y =2arctgt —t +1,

Rezolvare.

. 1 ~In(1+¢ ) ( 2t jz ( 2 jz
dl = (2arctgsr—1+1 : + -1] dt=
A e e

2
ldt:(zj _|_£_1n_2'

=J.;(2arctgt—t+1)- 5 i PR

" +1
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x=R(t—sint);

te0,2n|, R>0.
y=R(1-cost), <[0.2n). &>

jydﬁ, daca C:{
C

Rezolvare.

jydﬁ = J‘()‘an(l—cost)\/R2 (l—cost)2 +R*sin’¢ dr =
C

2
_[TRr2 (1—cost)NW2—2cost dt =

0

2 2 2
= RZ\/EJ.O 7t(1 — cost)3/2dt = 4R2J.O nsinS %dt = 323R )

a

[(x+y)de, daca C:{x e te[O,—},a,b>O.
’. y =bsint,

Rezolvare.

[\

T

(x+y)dl= J‘(f(acost +bsint)\/a2 sin®+ b cos?dt =

O —y

:J'(:ztacosz‘\/(a2 —bz)sin2t+b2dz‘ +J.O;cbsinz‘\/a2 +(b2 —az)coszt dr =

:J.(ja\/(az —b2)u2 +b% du +I;b\/(b2 —az)u2 +a® du=

a’ +b? ab b b+b* —a*
= + barccos—+aln )
2 2B —a? a a

x=|t

Ixydf, daca C:{ ’ te[-11].
c

y=v1- £,
Rezolvare.

2
J‘xydfzj‘o—tx/l—ﬂ-‘/l—ir ! —dt+
% -1 11—t
1 5 2 0 1
+Iot\/1—t 1/1+1_t2 dtzj_l—tdt+jotdt=1.
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X =acost,

‘[(x+y+z)d€, daca C:{y=asint; te[O,g},a,b>O.
C z=bt,

Rezolvare.

T
J.(x+y+z)df:J.z(acost+asint+bt)-\/atzsin2t+azcoszt+b2 de =
0
C

n 2
=+a* +b? .[02 (acost+asint +bt)dt = Va? +b? (Za +b%}

x=¢' cost;
J'(x2+y2)lnzd€, dacd C:<y=e'sint; 1€[0,1].
C R

J(o 57z = oo =R e o= 525

9
C

d/ = \/62’ (cost — sinz‘)2 +e* (sint + cost)2 +e? dr=e'/3dr.
Sd& se calculeze masa firului material care este imaginea drumului
2 te [0,1] si are densitatea liniard p(x,y) =1+x.
Rezolvare.

M= [(1+x)de =

0

1(1+t)- 1+ dt =

c
:jlxll+t2 dt+J.lt 1+¢2 dt:lln(1+\/§)+7\/§—_2.
0 0 2 6

Sa se calculeze masa firului material care este imaginea drumului

x =41,

z
= 15 t4; te [—1,1] si are densitatea liniard p(x,y,Z) = 5 :
z= 21‘3,
Rezolvare.
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dﬁj‘t‘\/mt 4J_r ) +(60 )dt:

:Ur ‘-\/400t + 240 +36¢ dt:2j0r3\/400r8+240t6+36r4 dr =

:4j1t5\/100t4 +60/% +9dt :4j1t5(10t2 +3)dr=5+2=7.
0 0

= COSt;
y2dx — x?dy, daci C: * . rel0,X]
2
c

y =sint.

Rezolvare.
T
Iyzdx —x’dy = Iz (sin2 t(—sint)—cos’ tcost)dt =
0
C

T
= —IZ (sin3 t+cos’ t)dt = —i
0 3

— 2.
Iyexdx+xexdy, daca C: x—ln(1+t )’ te[-11].
y=t—2arctgt,

Rezolvare.

_l-yexderxex dy = J._ll{(t—2arctgt)-1+ln(1 +t2)(l+t2)(l—

lftzﬂdt:
=J._ll[t—2arctgt+(1+t2)ln(1+t2)—21n(1+t2ﬂdt =

~92-30m—12In2

9
l(x2+y2)dx—(x2_y2)dy, daci C: { Z\/; t[0,1].
Rezolvare.
J (0% 07 =
C
1 1 1 11 1 4
:J.O[(H-l—t)-z—\/;#-(t—l—lrt)-—z 1—t}dt:j0(2\/2_2\/1—tjdt:§'
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Sa se calculeze integrala

ydx—xdy
- 9x* +4y2 +4y’

unde C este curba simpld, Inchisd si orientatd pozitiv care are drept imagine in plan elipsa
2 2

% + ? =1 si ambele extremitati in punctul (2, O) )
Rezolvare. O parametrizare a curbei C poate fi
x=2cos6;
C: , 0e [O,2n].
y=3sin0,
I ydx—xdy
- Ox*+4y* +4y
_J-27t 3sin9-(—2sin9) 20059(30059) B
0 | 36cos”0+36sin”0+12sin®  36+12sin6

2n -6 27 -1 T
:I D de:j — df=——
0 36+12sin0 0 6+2sin6 22
Sa se calculeze integrala

Iyzdx + szy +x°dz,
C

daca C este curba lui Viviani obtinuta prin intersectia suprafetelor

x2+y2+22=a2 si x2+y2—ax=0,a>0,z>0.

Rezolvare. O parametrizare a curbei C se obtine folosind coordonatele cilindrice
x=pcosH, y=psinb, z=z. Parametrizarea cilindrului
p2 —apcos@=0=p=acos0.

Curba fiind pe sferd vom obtine

a’cos* 0+ a’cos’0sin? 0+ 2> =4

de unde rezultd z =asin0.
In aceste conditii:

impune

b

T

i3 3
J-J’zdx+22dy+?€2dZ=613J.2,t (00559+sin2900529+%29jd9:—32a .
C

2

Sa se calculeze urmatoarele integrale verificand independenta lor de drum:

(2,0) . .
j(oz)yze dx+2ye dy.
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Rezolvare.

P(x,y)=y"¢e";
O(x,y)=2ye".
oP 0 o e
Deoarece 8_ = 6—, rezultd cd Pdx + Qdy este o diferentiald exactd. Considerdim
y X

drumul cu parametrizarea

y=2-t,

X =t
{ te [0,2]
si integrala devine

Jj(Z —z‘)2 e'—2(2—t)e' ds :I

0

2

(ﬂ = 2z)ef dt =—4.

Sé se determine o functie F': R? > R astfel incat dF = o dac
co:y(y+2z)dx+2x(y+z)dy+2xydz.

Rezolvare. Fie

P(x,y,z):y(y+2z), Q(x,y,z):2x(y+z), R(x,y,z):2xy
a—P:2y+ZZ:a—Q, a—Q:2x:aR, 8_R:2y:8_P

oy ox 0Oz oy Ox 0z
P,Q,R:R3—)R de clasa Cl(R3).

Rezulta cd expresia Pdx + Qdy + Rdz este diferentiala totald exacta:

8_F:y2 +2yz:>F(x,y,Z)=xy2 +2xyz+g(y,z)

ox
a—F:2xy+2xz; 2xy+2x222xy+2xz+a—g:>a—g20
oy o

= F(x,y,z) :xy2 + 2xyz + h(z)

Z—F =2xy; 2xy=2xy+h'(z)=H(z)=0.
4

Deci, functia F: R? —> R cautati va fi F(x,y,z) = xy2 +2xyz +C .
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3. TEST DE AUTOEVALUARE

1. Sa se arate ca drumul 7y : [0, 1] —> R? este rectificabil

(lz sin?,tz} te(0,1];
(0,0), 1 =0.

2 2
Riispuns. \/[x'(t)] + [y'(t)] este marginita.
2. Si se afle lungimea elipsei de semiaxe a,b, a > b .
2 123, 12.3%.5 }
—...|,unde

Rispuns. 2a7{1 —2—2— 3T e — SIS e

y(1)=

Sa se calculeze integralele curbilinii de primul tip:

x:acos3t; T
3. Iyds, unde y: te[O,—}.
Y y:asin3t, 4

3\/5622

Raspuns. 4 .
x =2t
4. J.\/;ds, unde y:]y= 2; te[O,l].
Y 2 3
z=—=1",
3

Rispuns. 6\/5 -2+ 3ln# )

5. Sa se calculeze masa firului material cu densitatea
p(x,y,z) = (x2 +y? )lnz
si care are forma arcului de curba:
x=¢' cost;
AB: y=e'sint; 1€[0,1].

t
z=¢',
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1+24°
Rispuns. Masa= J.p(x,y,z)dsz *ea

2 3V3
AB
Sa se calculeze integralele curbilinii de al doilea tip:

6J'x+ydx xydy

X +y X2+y

X =acost,
y:{ ] te[0,2n].
y =asmt,

Riaspuns. —27.

Sa se arate ca urmaitoarele integrale sunt independente de drum si sa se
calculeze:

(L1) 5
7. 2xydx+ x“dy.
J.(O’O) Xy XAy
Raspuns. 1.

(6.8) xdx + yd

8. j XTIy pe un drum care nu trece prin punctul (0, O) .
(Lo) [ 4 E

Raspuns. 9.

9. Sa se calculeze

(2,3,2)
J.(l ) yzdx + xzdy + xydz,

verificand ca integrala este independenta de drum.
Raspuns. Daca notdm cu

P(x,y,z):yz, Q(x,y,z):xz, Qz(x,y,z) =Xy,

atunci

0P 80 00 OR OR _oP

dy ox 0z oy ox Oz

Sa se calculeze integrala curbilinie:

X =t
10. Ixyzdf, daci C= yzgx/g; t<(0,1].
Z=ll‘2,
2

16v2

143

Raspuns.
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4. TEMA DE CONTROL

1. Sa se calculeze dey daca
C

C= te[0,1n2].

y:In(1+e’),

Rispuns. 1 + lng.

2. Sa se calculeze integrala I(arcsin y)dx + x3dy daca

:—t;
C: te|-11].
{y: el

5 3n
Rispuns. e 2.

3. Sa se calculeze integrala

_[xdx+xydy+xyzdz, dacd C:qy=e"; 1e[0,1].
¢ Z=\/§l‘,
e 2-¢

Raspuns. — + .
2 2e

4. Sa se calculeze integrala

X =acost
J.Z\/az—xzdx+xzdy+(x2+y2)dz, daca C =4 y=asint
c z=>bt

te [O,E}, a,b>0.
2

5 a’b
Raspuns. T(n - 1) )
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5. Sa se calculeze integrala
J‘\/yz + 22 dx +z% + x2dy +4/x% + y2dz,
C

unde C este curba simpla care are drept imagine segmentul din spatiu AB cu

A(—l,—l,—l) si B(2,2,2) si capatul in punctul A.

152

Raspuns. .
2

6. Sa se calculeze integrala

Iydx+zdy+xdz,
C

unde C este curba simpla inchisa care are drept imagine triunghiul din spatiu A;A,A3A| cu

varfurile A;(1,0,0); A,(0,1,0); A;(0,0,1).

Raspuns. ——.
2

7. Sa se calculeze integrala

j(w) Y e+ —Ydy

(;,—2j 1+xy 1+xy

pe o curbd a cdrei imagine nu intersecteaza hiperbola xy = —1.
Rispuns. In3.

8. Stabilind ca@ expresia w(x, y,Z) = ( y2 — 3x2)dx +2xydy este o diferentiald

totald sd se giseascd o functie F : R? — R, astfel incat dF = ®.
Rispuns. F(x,y)= X +x?+C.

9. Stabilind in prealabil ca expresia

m:[z+xy+ J zjdx+x(l—%jdy+zxde,x>O,Z>0

Xz xX*+y z Xty z*

este o diferentiala totald si se gaseasca o functie F': R> >R , astfel incat dF' = .

Rispuns. F(x,y,z)=Inxz - arctgl+ﬂ+ C.
z oz

173



LECTIA 10 - INTEGRALA DUBLA

1. Notiuni teoretice

Fie D o multime compactd din R astfel incat Dc[a,b]X[c,d]. Frontiera

domeniului D este o curba inchisa alcatuita dintr-o reuniune finita de imagini de curbe netede.
Sa consideram diviziunile:

d=(a=xy<x <..<x,=b),
6=(c:y0 <Y <. <Y, =d)
ale intervalului [a,b], respectiv [c,d ] Paralelele la axa Oy prin punctele diviziunii O si

paralelele la axa Ox prin punctele diviziunii & impart dreptunghiul [a,b] X [c,d ] in nxm
dreptunghiuri de forma

Iij:[xi—l’xi]x':yi—layj]a 1Sl£7’l, 1SJSm

Sa notim cu A multimea dreptunghiurilor continute in D sau care au puncte comune
cuD.
Definitia 6.1. Vom numi diviziune a domeniului D multimea dreptunghiurilor

81,52,...,8p din A si vom nota A=(61,52,...,6p ), ordinea de numerotare a

3]}-

Sa considerdm diviziunile & $i &' ale intervalului [a,b] si, respectiv, [c,d ] mai fine

dreptunghiurilor fiind arbitrard. Norma diviziunii A este egald cu

b

HAH:max{xi —Xi_1,); —yj_l‘lﬁiﬁ n,1<j< m} :max{HS

decat O; adica 6’ © 9, &' D 8. Acestor diviziuni le corespunde o diviziune A’ a domeniului

SHA , deoarece HS'HSHS & SHSH

>

D care este mai find decat A si HA'

Fie f:DC R* 5 Ro functie marginita. Notdm cu

my, :inf{f(x,y)‘(x,y)GSk}, 1<k < p,
Mkzsup{f(x,y)‘(x,y)efik}, 1<k<p

p
si  definim s, ( f ) = ka -artad;, suma  Darboux  inferioara,  respectiv
k=1

V4
AN ( f ) = ZM  -ariad,, suma  Darboux superioard ~ asociatd  functiei
k=1
f si diviziunii A .
Sumele Darboux s, ( f ) s1.S, ( f ) aproximeaza prin lipsd, respectiv prin adaos

volumul corpului marginit de suprafata z = f (x, y), (x, y) € D, planul xOy si cilindrul cu
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generatoarele paralele cu axa Oz si a carui curba directoare in planul xOy este frontiera lui D.
Pentru f pozitiva suprafata este situatd deasupra planului xOy si are ca proiectie pe acest plan
pe D.

Fie (F;k,n k) €98, 1<k < p, un sistem de puncte intermediare asociat diviziunii A

a domeniului D. Numarul real

p
GA(faakank) = Zf(@k,nk)-ariaéik
k=1

se numeste suma Riemann asociatd functiei f, diviziunii A si sistemului de puncte
intermediare (&kank) €d,, 1<k<p.

Propozitia 6.2

1. Daca A’ este o diviziune mai fina decat A , atunci

Sa(f)Ssar(f)SSa(f)SSa ()

2. Pentru orice diviziuni A $i A" ale lui D avem:

SA(f)SSAr(f).

3. Pentru orice sumd Riemann G, ( S8 Mk ) , avem

sa(f)Son(fH&rmi) <SA(S).
Definitia 6.3. Spunem ci functia f este integrabild Riemann pe D daca existd [ € R
cu proprietatea ¢ oricare ar fi € >0 existd 0, > 0, astfel incat pentru orice diviziune A a

lui cu HAH <O, si pentru orice alegere a punctelor intermediare (?;k,nk) €d,, 1<k<p,

rezulta ca

‘GA(fa&kank)_[‘<8‘

Numarul / cu aceasta proprietate se noteaza:

1= ”f(x,y)dxdy

si se numeste integrala dubld a lui f pe D. Domeniul D se numeste domeniul de integrare, iar
dxdy se numeste elementul de arie.

Teorema 6.4 (Criteriul lui Darboux)
Functia marginitd f: D C R? 5 R este integrabild Riemann pe D dacd si numai
dacd oricare ar fi € >0 existd o_ >0, astfel incat pentru orice diviziune A a lui D cu

HAH < 9. sd avem:

Sy(f)=s5(f)<e.

Din definitia integralei duble rezultd urmdtoarele proprietdti (presupunem ca
integralele exista):
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a) aria domeniului D este data de relatia: aria D = Ij dxdy;

D
b) liniaritatea integralei duble este data de formulele:

JJLA ey o £ o) tsdy = ] i y)tsdy ] )y,

J.J.ocf(x,y)dxdy = a”f(x,y)dxdy, acR;

¢) dacd D este impartit in doud subdomenii D; $1 D, printr-o curba, atunci

Hf(x,y)dxdy = Hf(x,y)dxdy+”f(x,y)dxdy;

d) daca [ este pozitiva pe D, adica f(x,y)ZO, (V) (x,y)eD, atunci
] £ (x.2)dvdz 2 0;
D

e) dacd f este integrabild pe D, atunci ‘ f ‘ este integrabild pe D si are loc inegalitatea:
] £ Ge.v)axdyls []17 (x.v)]axdy.
D D

Teorema 6.5 Orice functie continud f : D C R? 5 R este integrabild Riemann pe D.

Multimea functiilor integrabile pe D este mai bogatd decat multimea functiilor
continue, dupa cum va rezulta din urmatoarea teorema.

Definitia 6.6. O multime A C R? se numeste multime neglijabila dacd pentru orice

€ > () exista un sir de dreptunghiuri deschise (I " )n>1 — R?, astfel incat:

Zaria([n) <g, U]n > A.
n=1 n=l1

Propozitia 6.7

a) Orice multime cel mult numarabila A4 = {(xn »Vn ) neN *} este neglijabila.

b) Daca A C B si1 B este neglijabild, atunci 4 este neglijabila.
¢) Orice reuniune numarabila de multimi neglijabile este o0 multime neglijabila.
Fie f:DCR2 — R. Notam:

Ay = {(x, y) € D‘ (x, y) este punct de discontinuitate pentru f } .

Definitia 6.8. Functia f ‘DcR? SR se numeste continud aproape peste tot

prescurtat a.p.t.) dacd A4, este o multime neglijabila.
f !
Teorema 6.9 (Criteriul de integrabilitate al lui Lebesgue)
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O functie f :DcR? >R este integrabili Riemann daci si numai daci este
marginita si continud aproape peste tot.
Teorema 6.10. Fie f:Dz[a,b]x[c,d]CRz—)R o functie marginitd si

integrabila pe D, astfel incat pentru orice X € [a,b] existd integrala

Ldf(x,y)dy = F(x).

Atunci functia F': [a,b] — R este integrabila pe [a,b] si are loc formula

Hf(x,y)dxdy:j:(jcdf(x,y)dyjdx.

In mod analog, avem si formula

”f(x,y)dxdy zjcd(jjf(x,y)dx)dy.

De obicel, se noteaza:
d )

L e fas=[Ca{ [t
[ oo o s
In acest fel, j

foymm;j af [ o [/ (e

Definitia 6.11. D R? se numeste domeniul simplu in raport cu axa Oy daca

D:{(x,y)eRz‘anSb, ¢y (x)Syg(pz(x)},

unde functiile @, P, :[a,b] — R, ¢; < @,, sunt continue.
DcR? se numeste domeniul simplu in raport cu axa Ox daca
D:{(x,y)eRz‘cSySd, \yl(y)SxS\h(y)},
unde functiile Y,y : [c,d] — R, y,; <vy,, sunt continue.

Teorema 6.12. Fie D — R? un domeniu simplu in raport cu axa Oy si f:D —>R o

functie marginita si integrabila, astfel incat pentru orice x € [a,b] existd integrala
02 (x)
F(x)zj f(x,y)dy.
o1(x)

Atunci functia F': [a,b] — R este integrabili si are loc formula
bl ro2(x)

ﬂﬂxnw@=juz ﬂnw@}»
5 a\ Jo(x)
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Analog se scrie formula de calcul in cazul domeniilor simple in raport cu axa Ox. Intr-
adevar, daca

D:{(x,y)eRz‘CSySd, \lfl(y)SXS\l’z(y)}

este un domeniu simplu in raport cu axa Ox, atunci are loc formula
d 5] (X)
[ e =[2G v
D c \ (X)

Pentru calculul integralelor duble pe domenii mai complicate, Tmpartim aceste
domenii cu ajutorul unor segmente paralele cu axele de coordonate, in subdomenii care sunt
simple in raport cu axa Ox sau Oy, apoi folosim formulele anterioare si proprietatea de
aditivitate a integralei duble.

Fie D' < R? un domeniu compact, raportat la sistemul de referintd cartezian uOv,

A . ! . A . - . -
avand frontiera I, care este urma unei curbe inchise netede. S3 considerim transformarea
regulata

x=o(uv); o, v eC'(D); M?&O pe D cR?,

y=y(u,v), D(u,v)

unde D; este o multime deschisi ce contine compactul D'cC R?. Atunci cand

T:

(u,v) parcurge pe D', (x, y) prin transformarea regulata T parcurge compactul D C R?

raportat la sistemul de referinta cartezian xOy. In acest caz spunem ci domeniul D < R? este
imaginea domeniului D' = R? prin transformarea regulati T si se scrie D =T (D'), iar
frontiera I" a domeniului este imaginea frontierei I'' prin transformarea regulati T, adici

I'=r (F'). Daca (|),\|!€C2 (D1)= are loc formula schimbarii de variabila in integrala

dubla.
Teorema 6.13 (Formula schimbarii de variabild in integrala dubla)

Fie f:DcC R* 5 Ro functie continua pe D. Atunci
D(o,y
“f(x,y)dxdy = IIf(@(u,v),w(u,v)) M dudv .
' D(u,v)
D D
Sa considerdm trecerea de la coordonatele carteziene (x, y) la coordonatele polare

( P, 9) prin transformarea regulata.

T: x=pc?se; pe[O,R], Ge[O,2n],undeM=p¢0.
y=psin0 D(p,@)

In acest caz, formula de schimbare de variabila in integrala dubli devine

”f(x,y)dxdy = ”f(pcos@,psine)pdpde, D= T(D’),
D I

De asemenea, se foloseste transformarea regulatd care permite trecerea de la
coordonatele carteziene (x, y) la coordonatele polare generalizate (p, 9) :
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e[0.1], 0€[0,27], unde DY) po o,

D(p.0)

In acest caz, formula de schimbare de variabila in integrala dubla devine

ﬂf(x,y)dxdy - abﬂf(apcos 0,bpsin0)pdpdd, D=T(D').
D D'

7. X =apcosb;
| y=bpsin®,

Principalele aplicatii ale integralelor duble sunt:

a) Fie D C R? >R un domeniu compact a carui frontiera este urma unei curbe
inchise netede (sau neteda pe portiuni). Aria domeniului D este datda de formula

ariaD = ” dxdy .

b) Fie functia f: D C R? > R continua si pozitiva. Notim cu I’ + subgraficul lui f:

Ff :{(x,y,z)eR3‘(x,y)eD,OSsz(x,y)}.

Volumul lui I" ; este: volumI" , = J] f (x, y)dxdy

D
¢) Sa consideram o placa materiald pland neomogena, de grosime neglijabila, care are

forma datd de domeniul compact D C R?. Daci p:Dc R?> >R . este densitatea placii

materiale s1 p este presupusa continud, atunci masa M a placii este

M = ”p(x,y)dxdy .
D
Coordonatele (xG R yG) ale centrului de greutate al placii sunt de formulele:
1 1
=— || xp(x,y)dxdy; :_.[.[ x,y)dxdy.
G MIDI p(x.y)dxdy; yg MDyp( y)dxdy

Daca p = const. (placa este omogenad), atunci

j [xdxdy; v =

XG =

arta D

d) Fie o placa materiala plana neomogena de grosime neghjablla, care are forma data

de domeniul compact D < R? i p:Dc R? >R . densitatea placii materiale. Momentul
de inertie fatd de originea axelor de coordonate este dat de formula

1y = ” X +y x y)dxdy
Momentele de inertie /), sl 1, oy ale placii fatd de axele de coordonate Ox si Oy au

expresiile: [, = J' yzp(x,y)dxdy;loy = J.J'xzp(x,y)dxdy -Arelocsilo = 1o, + 1o,
D D
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2. Probleme rezolvate

1| Si se arate cd functia 0,11%x]12,3|—> R, f(x, =x2+1° este
tia f:[0.1]x[2,3] >R, f(x,y)=x"+y

integrabila.

Rezolvare. Functia f este continud pe domeniul de definitie, deci integrabila.

Functia f:[—l,l]X[—l,l] - R,

2 .
iz» daca (x,y)=(0,0)

f(x,y) —Ixt+ y
1, daca (x,y)=(0,0)

este integrabila?

Rezolvare. Observdm cd functia f este marginitd, deoarece ‘ f (x, y)‘Sl,

(V) X, ye[—l,l]. Pe de alta parte, f are un singur punct de discontinuitate,

(0,0) . Conform criteriului lui Lebesgue f este integrabila.

Si se calculeze aria domeniului plan din R?: D = {(x,y)‘ x? < y<4-— xz}
Rezolvare.
V2 [ pa-x? V2 162
a(D)=[" | [, dvlax=| (4= =27 )dv="2
aria(D) ﬁ( . yj _ﬁ( = x’) :
1/1 5
E Sa se calculeze integrala dubla: / =I J.ey dy |dx.

0\ x
Rezolvare. Se observa ca:

{(x,y)‘OSxSl,xSySl}={(x,y)‘0£y£1,0£x£y}.

1y 1
Atunci: I:I Je‘yz dx dyzjye_yzdy:%(l—lj.
e
0\0 0

1 =J.J.xydxdy, unde D este domeniul marginit de axa Ox si semicercul
D

superior (x — 2)2 + y2 =1.

Rezolvare. D = {(x,y)‘l <x<3,0<y<l-(x— 2)2 },
J1=(x-2)?

I:j. J. xydy dxzjxy?
1 0 1

dx =%j‘x(4xx2 —3)dx =§.

y=0

Cu ajutorul unor schimbari de variabila adecvate, s se calculeze integralele duble:
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IE .” e_(xz +y2) dxdy , unde

D
D:{(x,y)‘x2+yzﬁa2,x20, yZO,a>O}.

Rezolvare. Vom trece la coordonate polare:

x=pcosh, y=psin6, pe[0,a], ee[o,g]Rezulté:

214 —a
i o= pap-z ] )
2 — -P — —
-pdO dp——Ie -pdp=—- = .
) 24 2 2| 4
x? +y ) . . ) ) < _x2
. j I dx |dy ; sa se deduca valoarea integralei Ie dx.
0

Rezolvare Folosind problema precedentd avem:

I= jj () dx |dy = lim ﬂ ) dxdy =

a—»0
x +y <a
x>0,y>0
2
n(l—e_a )
. T
=lm-—— =—.
a—»0 4 4
Pe de alta parte,
2
e 0] o0
) 2 T
I- j je Pay=| [e as .Rezuuacaje : dx:f:g
0 0

J’_
22
. Sa se calculeze integrala dubla improprie [ = J.J' dxdy ,unde D este

2 2

exteriorul elipsei —-+ ==~ — 1=0.
a b
Rezolvare. Facem schimbarea de variabile

x=apcosb, y=bpsin®, J =abp,unde 0 €[0,27], iar pe[l,2).

27 00
Rezulta: [ = ab j do j e pdp=T.
c
0 1

|§| Sa se afle volumul corpului marginit de planul xOy, cilindrul x? + y2 =1si
planul x + y+z=3.
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Rezolvare.

Vol = Ij(3 —X— y)dxdy , unde D este proiectia pe planul xOy a intersectiei dintre
D

planul z =3 —x — y si cilindrul x>+ y2 =1, adica D= {()C,y)‘)c2 + y2 < 1} . Atunci:

1
2

1 1
Vol = ‘[pdpjozn@ —pcosO—psin O)de = 67tj pdp = 67:% =3m.
0 0

0
Sa se determine coordonatele centrului de greutate pentru un sector circular

. T
omogen curaza R §1 00 =—.

Rezolvare. Sa notdm cu D domeniul din enunt. Avem

s :dedy - Tpdpjozde =n%2,

D 0
R\2

6

R3(2—\/§)'

1, = [[ xdxdy = jo4 cosedef p2dp =
D 0

s R
I = j j ydxdy = j04 sin 0dO j p2dp =
D 0
Rezulta coordonatele centrului de greutate:

B _p e
L, 3 0 Y 3
Sa se calculeze momentul de inertie fatd de axa Oy al placii plane materiale

XG

delimitata de y2 =1-x, x=0, avand densitatea p(x, y) =Xy.

Rezolvare.
1 Vicx 1 x° (l—x) 1
Iy, = J.J.xyx2dxdy = J.x3dx J. ydy = J'de :4—0.
D 0 0 0

Sa se calculeze momentul de inertie fata de originea axelor al placii plane

materiale omogene de densitate constantd P, delimitatd de x>+ y2 = R%.
Rezolvare. Fie D = {(x,y)‘xz + y2 < R2} :
2n R

]Ozg(x2+y2)dxdy: !d@!pzpdp:2n-§

Sa se arate cd multimea:

nR*

2

Ez{(x,y)eRz‘y222px, x2+y2£8p2},p>0,
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este masurabila Jordan si sa se calculeze aria sa.

Rezolvare. Cum OF este o curbd cu tangentd continud pe portiuni deducem ca este
neglijabild Jordan = £ este masurabild Jordan. Existd mai multe modalitati de a calcula aria
multimii E.

(i) Folosind aditivitatea de domeniu si teorema Fubini:

2p2px 22p 817 —x?
aria E = 2” dxdy =2 j J.dy dx + j j dy |dx =
(OAC) 2p
3/2\?7 | 242p
X . X 2 2
=2(2p -—— + —| arcsin +x4/8p° —x =
[ g 3/2}0 2( w2 T,
4’ n
34
y A
A(Zp,Zp)
c(z 2p,0)
0 ~
x2+y2=8p2
yzzsz B(2p,—2p)
Fig. 6.1

(ii) Folosind faptul ca domeniul £ este simplu 1n raport cu axa Oy:

2p \/8p2—x 2 2
( < +,/8p* - de:4L+E_

aria F = J. J' dx |[dy = I
-2p y2 2p p
2p

Sa se calculeze integrala

dxdy
Yy —COSX

I =
[0,7]x[a,b]

si apoi sd se deduca valoarea integralei cu parametrii

, 1<a<b,
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g J‘lnb coSX 4

a— COSX

Rezolvare. Functia integrant este continud pe domeniul de integrare. Mai mult,
deoarece domeniul este simplu in raport cu ambele axe, putem folosi teorema lui Fubini in

doua moduri diferite'
b+Vb% -1

[Hy IF -

Pe de alta parte,
n(b

I J‘J‘ J‘l b— cosx J
© Y —cosx a-— cosx

Am determinat astfel Valoarea integralei J ca fiind:

g J‘l b- cosx nb+\/b2—1

=l

a-— cosx a+va? -1

Sa se calculeze integrala

= ” _ddy oaar
1+ y-cosx’
[O/J[Oa]

si apoi sa se deduca valoarea integralei cu parametru

%

I J- ln(1+a-cosx)dx

COS X

Rezolvare. Functia integrant este continud pe domeniul de integrare. Mai mult,
deoarece domeniul este simplu in raport cu ambele axe, putem folosi teorema lui Fubini in
doud moduri diferite:

T
AR 2 1-y
]:J Jl— dy:j—2arctg l—dy.
ol o +y-cosx ) /1_y +y
Folosind schimbarea de variablida y = COS(2 : u) obtinem:

2
1 =%—E-(arccosa)2.

Pe de alta parte,

" (a

I J~ J-1+ dy de o fln 1+a cosx)dx:J.

y-COoSX COS X

Am deterrnmat astfel valoarea integralei J ca fiind

184



7

I J-ln (1+a- Cosx)dx:n—z——-(arccosa)z
8 2 '

COSX

Observam ca in 1ntegralal J functia integrant poate fi prelungita prin continuitate. intr-
adevar:
. In(1+a-cosx)
lim =a.
x> COS X

Sa se calculeze integrala
“ydxdy, unde D= {(x,y)‘ y< X2, x+ y2 < 2} .
D

Rezolvare.
y+y2:2<:>y2+y—2:O<:>y:1§i y=-2.

Dar y >0 = y =1 solutie acceptabild y = x> = x=+*I.

A

y
A B
0 X
Fig. 6.2
Deci A(—l,l) si B(l,l)
1 x2
Hydxdy J. ( \/;ydy]dx-kj J. ydy |dx +

-1\ _h_y2

2 V222 1 7
+J.1 (J.mydy] —EJ'(X4+x —2) —E.
Folosind aditivitatea de domeniu se putea calcula astfel:
N
(o= [ o [| o
D

Sa se calculeze integrala J.J. \/xz + y2 dxdy, unde:
D
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D:{(x,y)‘ax£x2+y2SZax,yZO,a>0}.

Rezolvare.
Utilizand transformarea in coordonate polare

x=pcosh, pe[0,);
y =psin6, Oe[—n,n],

domeniul D devine

A :{(p,e)‘ 0e [O,g} pe [acos@,ZacosO]}.

Jacobianul transformarii fiind egal cu p rezulta ca:

Il Vi vy = “p pdpdo = [ > Uz 0 pjde—

acos0

T

n 3n b *
:jz 8a’ cos 0~ a” cos ede:1j2cos3de:Z'[2(1—sin2e)cosede:5.
0 3 3J0 370 9
y A

I I / >

a a X

2

Fig. 6.3
2
. Sa se calculeze j j (x ) J dxdy, daca D este interiorul cercului
2x

x° +y2 —2ax=0,a>0.
Rezolvare. Trecand la coordonate polare
x=pcoso;
P , pe[0,0); Be[-n,1),
y=psin0,

domeniul D devine

>

A:{(p,e)\pe[o,zacose], 96[—

|

NS

T
2
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0 a >
Fig. 6.4
2 5 a
a* - dpdo =
(20059) pep
;(J‘Mcose \/4 e ; \)de
- a“ cos _
S\0 2¢c0s0 p’pdp
- — 3/2 2acos0
JT2cosO\ 3 0
2
T - .
-—56c0s6 3 ]

3. Test de autoevaluare

1. Sa se calculeze ariile domeniilor plane:

2 2

a)D:{( y)‘x—2 ;2 Sl}; b)D:{(x,y)‘lﬁx2+yzs9,xSyS3x}.

5 4
Rispuns: a) mab; b) 3
2. Sa se calculeze urmatoarele integrale duble:

a) J.J.xsin(xy)dxdy, unde D = [0,1] X [O,Tc];
D

’ 1
b) g%wdy,unde Dz{(x,y)‘xe[l,Z],;Sny}.

9
Raspuns: a) 1; b) Z
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3. Sa se calculeze volumul corpului marginit de suprafetele:
a) z=0, x> +y2 =1, x+y+z=3; b) szyz, xz+y2 =R?, y=0,x=0,

aflat in primul cadran.
5

Rispuns: a) 37T;b) —.
p ) ) T

4. Sa se calculeze masa unei placi plane de grosime neglijabila daca densitatea
2
. X
p(x,y) = x’ +y2, ar D :{(x,y)‘l S7+y2 S4}

5 757
Raspuns. —.
5. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al unei placi plane de grosime
neglijabilad cu densitatea p(x, y) =y si care are forma data de domeniul

Dz{(x,y)‘x+y£2,y2x2}.

25 235
Raspuns. X5 =———, Vg =

32 112°

6. Sa se afle momentul de inertie in raport cu axa Ox a triunghiului delimitat de
dreptele x=2,y=2,x+y—-2=0.
Raspuns. 4.
7. Sa se calculeze aria figurii limitate de curbele
x? +y2 =2Xx; x2+y2 =4x; y=xsi y=0.
T 1
Raspuns. Se trece la coordonate polare, A =3 2 +— 1.

7. Sa se calculeze integrala

[ \/ -

2
daci domeniul D este limitat de ehpsa =1, a,b e R’,. Rispuns. Eﬂ:ab

2
a
8. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al unei placi omogene limitata de
curbele x* =ay, x+y=2a,a>0.

Ra X, a Yy 8 a
aspuns. =—— =—a.
@2 795
9. Sa se calculeze aria domeniului plan limitat de curbele

xy:az; x+y:§a, a>0.

Rispuns. 1§5 —2In2.
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LECTIA 11 - INTEGRALA TRIPLA
1. Notiuni teoretice

Fie ¥ 0 multime compacta din R? , astfel incat V' [a,b] X [C,d] X [e,g] . Frontiera

domeniului ¥ este o reuniune de suprafete netede. Sa consideram diviziunile
d=(a=xy<x<...<x,=b),
6:(c:y0<y1 <..<y,=d),

gz(x:zo<zl<...<tp:g)

ale intervalelor [a,b], [C,d ], [e, g]. Planele paralele cu planele zOz, zOx, xOy duse

prin punctele diviziunilor 8, 8, & impart paralelipipedul [a,b] X [c,d ] X [e, g] in
nxmx p paralelipipede de forma:

Ly =[x 0.5 )% vj09; X [zeo20. ) 1Si<n 1< j<m, 1<k <p.
Sa notim cu A multimea paralelipipedelor continute in ¥ sau care au puncte comune cu V.
Definitia 7.1. Vom numi diviziune a domeniului V' multimea paralelipipedelor
01,05,...,0, din A si o vom nota:
A= (81,82,...,&), r=nxmxp,
ordinea de numerotare fiind arbitrard. Norma diviziunii A este egala cu

A= L<i<n, lggugkgp{xi — XYV %k _Zk—l} = max{HS

3

b b

3}

S4 considerdm diviziunile 8, d, & ale intervalelor [a,b] X [C,d ] X [e, g], care sunt

, deoarece

g;

mai fine decit 8,0,0 58,0 O 5. Acestor diviziuni le corespunde o diviziune A’ a
domeniului ¥ care este mai fina decat A si [A]| <A
I81=<8. [5]<[ I
Fie /:DcR> > R o functie marginita. Notim cu
my = inf{f(x,y,z)‘(x,y,z) € Sk}, 1<k<r,
M, = sup{f(x,y,z)‘(x,y,z) € Sk}, 1<k<r,

si cu L volumul paralelipipedului &;, 1<k <. Definim

SA(f):ka'Uk; SA(f):ZMk Ay
k=1 k=1

suma Darboux inferioard, respectiv suma Darboux superioara asociata functiei f'si diviziunii A .
Sumele Darboux S, ( f ) si S A( f ) aproximeaza prin lipsd, respectiv prin adaos,

<|1®

>

<|

masa unui corp neomogen de densitate variabild f (x, y,z) >0 side volum V.
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Fie (&;,M,Cx ) €8y, 1<k <r,unsistem de puncte intermediare asociat diviziunii

A a domeniului V. Numarul real

Ga (faé;kank:(;k):Zf({%kank:Qk)'Uk
k=1

se numeste suma Riemann asociatd functiei f, diviziunii A si sistemului de puncte
intermediare (?;k,nk,ck) €d,, 1<k<r.

Propozitia 7.2

1. Dacid A" este o diviziune mai fina decat A, atunci:

Sa(f)Ssar(f)SSar(f)SSA(S)
2. Pentru orice diviziuni A si A" ale lui V avem:

sa(f)<Sa(f)-

3. Pentru orice sumd Riemann G, (f, &k,nk,ck) avem

sa(f)Son(f28miCk ) SSA(S)-

Definitia 7.3. Spunem ca functia f este integrabilda Riemann pe V C R? daca exista
I € R cu proprietatea ci oricare ar fi € >0 existd & > 0 astfel incat pentru orice diviziune

A a lu V cu HAH < 58 si pentru orice alegere a punctelor intermediare
(&kﬂ’]k,ck) €d;, 1<k <r,rezulta ca:
‘GA(faﬁkank’Ck)—[‘<8-

Numarul / cu aceasta proprietate se noteaza:

]:Ijjf(x,y,z)dxdydz

si se numeste integrala tripla (sau integrala de volum) a lui f* pe V. Domeniul V' se numeste
domeniul de integrare, iar dxdydz se numeste elementul de volum.

Teorema 7.4 (Criteriul lui Darboux)
Functia marginita f :D C R®> >R este integrabilda Riemann pe V' < D daca si
numai daca oricare ar fi €>0 existdd, >0 astfel incit pentru orice diviziune

AaluiV cu HAH <9, sdavem

Sy(f)=s5(f)<e.

Teorema 7.5. Orice functie continua f VcR> >R este integrabila

pe V.
Din definitia integralei triple rezultd urmatoarele proprietati (presupunem ca
integralele exista):

a) volumul domeniului V este volumV = J.J.J. dxdydz;
V

b) liniaritatea integralei triple este datd de formulele:
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[[[UAGer.2)+ £ (63,2 Javdvaz = [[[ £ (3. )dedydz+ [[[ £ (x,0:2) dvdve,

([l (5 3) s =[] £ () s, e

¢) daca V este impartit in doud subdomenii V; §1 V, printr-o suprafatd, atunci:

[[] 7 (o) dxdydz = [[[ £ (x,)dxdydz + [[[ 1 (x.») drdydz:

d) f(x,»,2)20, V(x,y)eD implica
mf(x,y,z)dxdydzzo;
V

e) are loc inegalitatea

ij(x,y)dxdydz < Hﬂf(x,y,z)‘dxdydz.
14 V
Calculul integralei triple se reduce la calculul succesiv a trei integrale simple.
Teorema 7.6. Fie f:V = [a,b] X [c,d] X [e,g] cRP5R o functie marginita si

integrabila pe V, astfel incat pentru orice (x, y) € [a,b] X [c,d ] exista integrala:

:Tf(x,y,z)dz::F(x,y).

Atunci functia F: [a,b] X[C,d] — R este integrabild pe [a,b] X[c,d] — R i are

loc relatia: j j j 1 (x,7,2)dxdydz = j j T £ (x,3,2)dx |dxdy,
V D\ e

unde am notat D = [a,b] X [c,d] )
Definitia 7.7. V' R3 se numeste domeniu simplu 1n raport cu axa Oz daca

4 :{(X,y,Z) 6R3‘(W) €D, ¢(x,y)< ZS"’(x’y)}’

unde functiile @,y : D R? — R sunt continue.
Teorema 7.8. Fie ¥ — R® un domeniu simplu in raport cu axa Oy si f:V >R o
functie marginita si integrabila astfel Incat pentru orice (x, y) € D exista integrala
v(x,»)
f(x,y,z)dz = F(x,y).

o(x,»)
Atunci functia F': D — R este integrabild pe D si are loc relatia:
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y(x.y)
mf x,y,z)dxdydz = ﬂ j (x,y,z)dz |dxdy |
D\ o(x,y)
Daci domeniul D « R? este simplu 1n raport cu axa Oy,

D:{(x,y)eRz‘anSb, u(x)SxSv(x)},

. 2 o .
iar ¥ < R” un domeniu simplu in raport cu axa Oz,

V= {(x.0z) e R (x.y) e Doo(x.y) <2<y (x0)).

atunci avem urmadtoarea formula de calcul pentru integrala triplé

”fxy, dxdydz = jdx”jdy j fxy,

a Dux

Pentru calculul integralelor triple pe domenn mai comphcate, impartim aceste domenii
cu ajutorul unor plane paralele cu planele de coordonate, in subdomenii care sunt simple in
raport cu una din axe, apoi folosim formulele anterioare si proprietatea de aditivitate a
integralei triple.

Fie V' < R® un domeniu compact, raportat la sistemul de referinta cartezian Ouvw,
avand frontiera S’ care este o suprafati inchisi netedi. S considerdm transformarea regulati

xzf(u,v,w);

T:3y=g(uv,w); f,g,heC' (W) Dif.g:h)

0 pe VR,
D(u,v,w)i pe =

z= h(u,v, w),
unde V] este o multime deschisd ce contine compactul V' R>. Atunci cand (u,v, w)
parcurge pe V', (x, y,z) prin transformarea regulatd 7' parcurge compactul VR’

raportat la sistemul de referintd cartezian Oxzy. In acest caz, spunem ci domeniul V' < R?
este imaginea domeniului V' < R? prin transformarea regulata T si se scrie V =T (V') , iar
frontiera S a domeniului ¥ este imaginea frontierei S’ prin transformarea regulata 7, adici
S=T (S ') . In aceste conditii are loc formula schimbirii de variabila in integrala tripla.
Teorema 7.9. (Formula schimbarii de variabila in integrala tripld)
Fie F:VcR> > Ro functie continud pe V. Atunci:
” F(x,y,z)dxdydy = ”JF(f(u,v, w),g(u,v,w),h(u,v, w)) M
V V'

D(u,v,w)

dudvdw.

Sa consideram trecerea de la coordonatele carteziene X, ),z la coordonatele sferice

P, ea(P prin

192



X = psinOcos@;
T:1y=psinOsing; pe[O,R],Ge[O,n],(pe[0,27c],
z=pcosb;
unde
D(x,y,z)
D(p,0,0)

In acest caz formula de schimbare de variabila in integrala tripla devine:

j”F(x,y,z)dxdydy =

:pzsine.

v

= _” .F(psin Bcos,psinOsin@,pcos G)p2 sin 0dpd6de.
V’.

Mai general, se poate considera transformarea regulata

X =apsinBcos;

T:qy=>bpsinBsing; pe[0,1],0€[0,n], p€[0,27],

(z=pcoso;

unde
D(x,y,z)
D(p.¢.0)

care permite trecerea de la coordonatele carteziene Xx,y,z la coordonatele sferice

= abcp2 sin®,

generalizate p,0,0.

De asemenea, se utilizeaza trecerea de la coordonate carteziene la coordonate
cilindrice prin transformarea regulata

X =pCcosq;
T:3y=psing; pe[O,R],96[0,2n],(pe[0,h],
z=1z;
unde
D(x,y,z) B
D(p,9.z)

In acest caz, formula de schimbare de variabila in integrala tripla devine:
Iij(x,y,z)dxdydz = IIIF(pcos ¢,psing,z)pdpdedz .
4 V'

Cele mai importante aplicatii ale integralelor triple sunt:

a) Fie V' R* un domeniu compact a carui frontiera este urma unei suprafete inchise
netede (sau neteda pe portiuni). Volumul domeniului ¥ este dat de formula

volum () = [[[ dxdydz.
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b) Sa consideram un corp material neomogen ce ocupd in spatiu domeniul compact
VR si presupunem cunoscuta densitatea in fiecare punct a corpului material data de

functia continua p:V < R’ >R + - Masa corpului material este

M :”jp(x,y,z)dxdydz,

iar coordonatele centrului de greutate (xG » VG ZG) sunt date de formulele:

Xg = ! ".xp(x,y,z)dxdydz;

M
Y6 =$ yp(x,y,z)dxdydz ;
1

Zg = .zp(x,y,z)dxdydz.

M I
14

¢) Momentele de inertie fatd de axele de coordonate ale unui corp material, de
densitate p care ocupd domeniul V, sunt date de egalitatile:

lo, = ."(xz +22)p(x,y,z)dxdydz;
4

Iy, = ".(xz +zz)p(x,y,z)dxdydz;
4

Io, = ”.(x2 +22)p(x,y,z)dxdydz.
4

Momentele de inertie fata de planele de coordonate ale aceluiasi corp sunt

Loy = ”.22p(x,y,z)dxdydz;
4

IxOZ :... yzp(x,y,z)dxdydz;
4

Lo, = ......x2p(x,y,z)dxdydz,
4

iar momentul de inertie fatd de originea axelor de coordonate este

1o =J.J.J.(x2 +y2 +22)p(x,y,z)dxdydz.
4

d) Fie un corp material neomogen care ocupa in spatiu domeniul compact V' R? si
presupunem cunoscuta densitatea in fiecare punct al corpului material data de functia continua

p:Vc R? si presupunem cunoscuta densitatea in fiecare punct al corpului material data de
functia continua p: ¥V < R> - R L

Potentialul newtonian al corpului in punctul P(a,b,c) este dat de formula
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U(a.b.c) ” pii’ dxdydz,

2 . .
unde r(x,y,z) = \/(x - a) + (y - b) + (Z — c) este distanta dintre punctul curent
M(x,y,z) €V si punctul P(a,b,c) :
Corpul material neomogen atrage punctul material P(a,b,c) de masa m cu o forta

F (indreptata spre corpul material) ale carei proiectii pe axele de coordonate sunt:
Y] XxX—a

F.=K-m- 3—p(x,y,z)dxdydz,
o (x,0.,2)

F,=K-m- ".f;bp(x,y,z)dxdydz,
o (x,y,z)

F.=K-m- ...f;cp(x,y,z)dxdydz,
o (x,y,z)

unde K este constanta atractiei universale.

2 Probleme rezolvate

Sa se calculeze volumul corpului marginit de x>0, >0, z>0

zél—yz, x+y<I.
Rezolvare. Volumul unui corp este dat de expresia

VOI:U dxdydz,

unde
V={(x,y,z)‘xe[O,l],OSySl—x,OSle—yz},

domeniu simplu in raport cu axa Oz (in spatiu) si axa Oy (in plan). Rezulta:

I-x 1— 1-x 1 3 [y=l-x
Vol—J.de.dy j dz = jdxj yz)dyzj l—x-2 dx =
0 0 0 0 0 3y=0
j U L) i PO O N
2 12 12

0
Sa se calculeze volumul corpului sferic

V= {(x,y,z)‘x2 +y?+2° < R} :
Rezolvare. Coordonatele sferice p,0,( sunt legate de coordonatele carteziene prin

relatiile
x=psinOcosp, y=psinOsineg, z=pcosO
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cu

0<p<R, GE[O,TC], (p€[0,27'c] si J=p2 sin O (Jacobianul).

Asadar:
27 T R i 2
[[[ dxdydz= [ do[do[ p? sin6dp =2 [sin6do | pdp = anR®
V 0 0 0 7 )

Sa se calculeze volumul elipsoidului
xZ 2 ZZ
V ={(x,y,z)‘—2+y—2+—2£1}.
a- b° c
Rezolvare. Aplicam coordonatele sferice generalizate
x=apsinBcosp, y=>bpsinOsing, z=cpcosO

Cul0<p<l, 0e [0,71], Qe [0,27‘:] . Jacobianul transformdrii este J = abcp2 sin0.

27 b 1
Vol = j j j dxdydz = j do j sin 0d0 j abepdp =43—“abc.
V 0 0 0

Dacd a =b =c = R, se obtine volumul corpului sferic.
|Z| Sa se calculeze volumul cilindrului

V:{(x,y,z)‘x2 +y2 SRZ,OSZSh}.

Rezolvare. Trecand la coordonate cilindrice
x=pcosO, y=psinO, z=zs1 J=p,

obtinem:
2n R h R2
Vol=ﬂjdxdydz=jdejpdpjdz=2n7h=nR2h.
Vv 0 0 0
Sa se calculeze urmatoarele integrale triple:

1= J.J.J. xyzdxdydz,
4

unde V este delimitat de suprafetele x =0, y =0, z=0, x+ y+z=1.
Rezolvare. Domeniul

V={(x.9.2)0<x<1, 0<x<1, 0<y<l-x, 0<z<I-x—y}

este un domeniu simplu 1n raport cu axa Oz. Rezulta:
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2
—x y=Il-x
1‘[ xy(l—x—y)zdy: X +x3y2+xy4_x2y2_xy3+x2 3} _
2 4 4 8 2 3 3
0 y=0
B (x+x3)(1—x)2 . x(l—x)4 ~ x2(1—x)2 ~ (1—x)3(x2 —x) B x(l—x)4
- 4 8 2 3 24

_ (2 4 6t 4n’a®
242 3 4 56
2 2

IE I = J.J.J'x 2Z2dZdde unde V este ehpsmdul — + y—2 + 2_2 <1.
) a b e
Rezolvare. Facem schimbarea de variabile x =apsin@cos@, y =bpsinOsing,
z=cpcosB cu pe[O 1] 96[0 TC] (pe[O 275] J:abcp2 sin®.
2w
I=a’b’c 3J'sm (Cos (pd(pJ.smsE)cos OdOJ.pgdp—
0

a3b3c3 r .2 2 .5 2
= J.sm (pCos (pd(pJ.sm Ocos”0d0 =
? 0
3;3 320 3;3 321
:%Isinchcoszq)d(p: da’b’c Isin22@d@:
945 ) )
_da’h e (9 ~ sin4(pj 2n na’hc?
945 8 32 Jjo 945

Sa se determine coordonatele centrului de greutate al corpului cuprins intre
paraboloidul z=1— x? - y2 siplanul z=0.

Rezolvare. Calculam volumul si momentele statice fatd de planele de coordonate
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2

= [Jfaee- gdxdy{” P dzJ- [ -

0

- Tdejp(l—pz)dp :g, unde D = {(x,y)‘x2 +y? Sl} c R?,
00

| T S NIRE

271

=0.

= Icosedejp l1-p )d :%I[cosede—gsme .

0

.[.”ydxdde—”ydxdy I ” (1-2% - y?)dxdy =

'([pz dpfsm@d@-%!sm@de—

= J:” zdxdydz = J] dxdyl_xj_y zdz =
4 D 0

2n 1

_ 2 2 _ 1 _2)? _ T
_”(1 X y)dxdy_zjdej(l p)pdp_6.
D 0 0
Rezulta coordonatele centrului de greutate:
S S S 1
V V Vo3

Sa se calculeze momentul de inertie fata de planul ( yOZ) al unui sfere cu centrul
in origine si de densitate constantd p .
Rezolvare.

L0 =P j j j x2dxdydz, unde
V

V:{(x,y,z)‘x2 +y2 + 22 SRZ}.

Folosind coordonatele sferice

x=psinOcos@, y=psinBsing, z=pcosO, j=p~sind
se obtine
2n T R 5
Lo, = j cos? do I sin® 0d0 I ptdp= 47;? :
0
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IEI Sa se calculeze integrala J.J.J.\/xz + y* dxdydz, domeniul ¥ fiind limitat de
V

suprafetele x> + y2 =z% z=1.
Rezolvare.
x°+y“dxdydz = ( x° +y dzjdxdy—
[ e [ ([
” \x? +y2 (1—\/)(2 —y2 )dxdy.
x2+y2£1
A

<y

Fig. 7.1

x=pcosh, pe[0,0);
Trecand la  coordonate  polare domeniul
y=psin6, 0¢€[0,2a),
D= {(x,y) x? + y2 < 1} devine A= {(p,e)‘p € (0,1], 0e [0,27:)} si  deoarece
Jacobianul transformarii este p # 0 obtinem ca:

I x? +y2 (1 —\/xz +y2 )dxdy = Ioan;pz (1 —p)dpd@ =%.

x2+y2S1

Sa se calculeze valoarea integralei

J.J.J.xquz” 1 x_y—Z)SdXddea p,q,7,s >0,
unde D={(x,y,z)eR3‘x+y+z—ISO, x,y,zZO}.

Rezolvare. Functia integrant este continua si domeniul este simplu in raport cu Oz.
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A
C(0,0,l)
0 (0,1,0) %
A B v
1,0,0
(10,0
Fig. 7.2

Folosind teorema lui Fubini deducem

J”xp "(1-x—y-z) dxdydz = H(J. xpyz(l x—y-z) dz}dzdy.
AOB
Facand in aceastd integrala schimbarea de variabila Z=(1—x— y)u, integrala

devine:

I= H xP y4 JAl—x—y)HSJrl "(1-u) du |dxdy =

AOB
11-x

=B(r+1s+1) I j xPyT(1- x—y)HSdedy.
00

Cu schimbarea de variabild y = (1 )v integrala devine

I= B(mmH X (1= x)7 200 (1= ) ™ dvdx =
:B(r+1,s+1)B(q+1,r+s+2)B(p+1,q+r+s+3)=
F(r+1)F(S+1)F(q+1)F(p+1)

F(p+q+r+s+4) '

Sa se afle volumul corpului €2 limitat de suprafetele X+ y2 =az si
z:2a—\/x2+y2 (a>0).
2 2

. Xy _ 2 2
Rezolvare. Paraboloidul de rotatie z = si conul z=2a—+/x" + )" se
a

. - v 2 2 2 - . c A
intersecteaza dupd cercul z=a x“ 4+ Y~ =a” a cdrui proiectic in planul xOy este

z=0, x2+y2=a2.
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Fig. 7.3
In aceste conditii volumul corpului Q va fi

~2a—\/x2 2

“ et dz |dvdy=

x? +y <a? ) a
2 2

= ” 2a— x2+y2 _quXdy:

x +y <a ¢
_ 2T pa _ 2 _p_3 _ 5na3
—J.O J.o {2ap p » }dpd@— P

Sa se calculeze volumul corpului €2 limitat de suprafetele
x* +y2 +2% =2az si x* +y2 <z
2 . - <
Rezolvare. Sfera x> + y2 + (Z - a) =’ intersecteaza conul z° = x* + y2 dupa
curba z=a, x>+ y2 =a®> care se proiecteazd in planul xOy in curba

z=0, X+ y2 =a” . In aceste conditii volumul corpului limitat de cele doud suprafete va fi

V= ”fdxdydz— H “7 dedy =

x+y<a
3

j2nja(p —ap+p\/a -p )dpd@ jzna——7 1 3d€)—T3

3
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<y

Fig. 7.4

Sa se calculeze volumul corpului cuprins intre  suprafetele
z:4—y2, z:y2+2 six=—lLx=2.
Rezolvare. Corpul cuprins intre cilindrii z =4 — y2 si z= y2 + 2 se proiecteaza in

planul YOz in domeniul ABCD.
In aceste conditii volumul corpului va fi

/I U 1 dzjdyjdx_
:ﬁul(z —2y2)dyjdx =(4—§)3 _3.

<y
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Determinati centrul de greutate al unui corp avand forma unei semisfere

z2>20 si X + y2 + 22 <a? stiind ca densitatea intr-un punct oarecare al solidului este

proportionald cu distanta de la acest punct la centrul sferei.
Rezolvare. Coordonatele centrului de greutate se calculeaza cu ajutorul formulelor:

ﬂ y(x,y,z)xdxdydz U y(x,y,z)ydxdydz

@ ﬁjy(x,y,z)dxdydz 6T Tﬂy(x,y,z)dxdydz |

” y(x, v, Z) zdxdydz

zg = ,
” y(x,y,z)dxdydz

unde Y (x, V, Z) este densitatea corpului €2 in punctul (x, V, Z) )

Trecand la coordonate sferice, vom obtine relatiile

M= ij Jx? 4 y% + 2% drdydz = jm”k 0-p2sinBdpdpdd =
:k§ 21 (—cos6) n:)z:k’;“ o
M, mx koJx? + 9% + 22 dedydz = knjojp51n9cos¢ 0% sinBdpdedd = 0
0 00
M ='['['[y-k-\/x2+yﬁolxdydz=knfzﬁpsinesin(p-p3 sin 0dpdedd = 0
0 00
n/22na

M, ”Iz k-+/x* +y +zzdxdydz kJ. J.J.pcosep3$inesin6dpd(pd6:
00

n/2
:ka_zn(_cos%))
5 4

_kan
0 5

. . . a
Obtinem deci x5 =0, yg =0 si zg =?.
Calculati integrala

f, Jj%[jowxzyg(xs”z)dz v |dx.

determinand domeniul de integrare.
Rezolvare. Domeniul de integrare €2 este determinat de intersectia cilindrului

x>+ y2 = 2rx cu semisfera X° + y2 +2z% =472 (Z > 0).
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Fig. 7.6

Trecand la coordonate cilindrice

(x=pcosh, p>0,

T
X sinf, Oe|——,—|,
y=psin, 0c| 2.}

z=2z, zeR,

integrala devine

HP 57 dudydz= ﬁ [(x2+y2)jmdzdxdy}

0
X2 +y 2rx

= 'T (jzrcose3p2\/4r2 — pzpdpdej =

T e2rcosb
= 2-[02 UO - 3p7y/4r? —p2dpjd9 =7 (%+ﬁnj

5
Sa se calculeze integrala

L
Q

2 2 2
Y

daca € este domeniul compact marginit de elipsoidul — t ot 1<0.
a- b ¢
Rezolvare. Trecand la coordonate sferice generalizate

x=apsinBcosep, pe[0,1],

y=bpsinBsing, 6e[0,7],
z=cpcosh, ¢ e[0,2n],

Jacobianul transformarii este J = abcp2 sin O si integrala devine
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2
J = abe jO” jozn jol\h 2 . p%sin 6dpdedd = abe j: jjn%sin 0dpdd = %abc.
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3. Test de autoevaluare

1. Sa se calculeze volumele domeniilor din R3 :

a) V:{(x,y,z)‘x2 +y2 <a®,0<z<x? +y2};
b) V :{(x,y,z)‘x2 +y2 +22<5,x7 +y2 342}
4 2n

;b)i§(5J§—4)

2. Sa se calculeze: J.J. 452 ydxdydz, unde
V

Raspuns : a)

Vz{(x,y,z)‘xZO,yZO, z2>0, 4x+2y+z£8}.
Rispuns. 128 .

3. _[” zdxdzdy, unde domeniul ¥ este marginit de sferele x* + y* +z> = R* si
V

x2+y2+(z—R)2=R2.
5eR*
24

4. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate a jumatatii superioare a unui
elipsoid omogen de semiaxe a,b,c.

Raspuns.

3c
Raspuns. x5 =0; y5 =0; zg =§.

5. Sa se calculeze

et aee.
R3

Raspuns. n\/E .
6) Sa se calculeze J'”.(x2 + y2 )dxdydz daca domeniul
Q

Q:{(x,y,z)‘zZO, r2Sx2+y2+ZZSR2}, r,ReR’i;r<R.

4
Rispuns. —TC(R5 — ) )
15
7. Sa se calculeze volumul corpului marginit de suprafetele urméatoare:
x’ +y2+z2 =1 )c2+yz+z2 =16; z* =x2+y2;
x=0;y=0;z=0 (xZO,yZO,ZZO).
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21(2-42)

Raspuns.
4
X2 y2 22
8. Sa se calculeze j j j — +<5 +—5 |dxdydz daca domeniul € este limitat de
a- b” c
Q
2 2 2
X z
suprafata —- + y_2 +— = l.
a- b” ¢

Rispuns. gnabc :
9. Si se calculeze volumul corpului € limitat de suprafetele

az:x2+y2,z=\/x2+y2 (a>0).

TCCZ3

Raspuns. —.
6

10. Sa se calculeze volumul corpului limitat de sfera X+ y2 +z°=4 si suprafata

x? + y2 = 3z (interiorul acestei suprafete).

197

Raspuns. —.
6

11. Din portiunea bilei x? + y2 +z2<c  aflati in primul  octant
(x >20;y20;z2 0) se decupeaza un corp OABC limitat de planele de coordonate si de

X
planul —+%—1=O (a <c; bSc) a,b,c>0.
a
Determinati masa acestui corp daca 1n fiecare punct densitatea sa este egald cu z.
ab
Rispuns. —(602 —a’- bz) )
24

12. Determinati coordonatele centrului de greutate si momentele de inertie ale

piramidei formata de planele x =0, y =0, z =0; z+%+£=1; a,b,c eRi.
a c
N b _c
G 43 ]G 49 G 4>
5 a’be biac Sab
Rispuns. < J, =——, J =——, J = ;
60 60 60
abc 2 2 2
JO——60 (a +b" +c )
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LECTIA 12 - INTEGRALE DE SUPRAFATA

1. Notiuni teoretice

Definitia 8.1. Se numeste panzd parametrizatd netedd orice aplicatie
s:DcR? 5 R declasi C! pe multimea deschisi D.
In felul acesta oricarui punct (u,v) € D 1i corespunde un punct S(u,v) din R?

avand coordonatele

x=f (u,v)
y= g(u,v), (u,v) eD.
z= h(u,v)

Aceste relatii se numesc ecuatiile parametrice ale panzei s sau reprezentarea
parametricd a panzei s. PAnza s se numeste simpla dacd s este injectiva. Multimea S :==s (D)
se numeste urma panzei s. De multe ori notam suprafata cu S.

Definitia 8.2. O panzi neteda s: D c R? - R,

s(u,v) = (f(u,v),g(u,v),h(u,v))

se numeste nesingularda daca 1n fiecare punct (u,V)ED, matricea jacobiana a

lui s
o 3 o
ou oOu Ou
of Og Oh
v v ov

are rangul maxim, adica are rangul doi.
In spatiu alegem reperul ortogonal Oxyz de versori i, j, k. Atunci punctul curent

(f(u,v),g(u,v),h(u,v)) al urmei lui s are vectorul de pozitie 7 dat de relatia
r(u,v) =f(u,v)i+ g(u,v)j + h(u,v)k.

Sa consideram vectorii

T, (u,v) = E(u,v)lT +Z—i(u,v)]_' + S—Z(u,v)/?,

_ 0 - 0 — Oh —
rv(u,v) =a—fv(u,v)z +8—‘i(u,v)] +E(u,v)k .

Fie (uO,VO)ED. Planul care trece prin punctul P(xo, yO,ZO), unde

Xo = f(uo,VO), Yo = g(UO,Vo), Zy = h(UO,Vo), paralel cu vectorii v, (Mo,vo) §1

v, (uo,vo) se numeste planul tangent la s in punctul (”0 Vo ) . Acest plan are ecuatia:
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X=X Y=o Z—Z
0 0 Oh
Ei}(MOaVo) Ef%(”OaVO) Ei;(”O’VO) =0
0 0 Oh
a—{}(uo,vo) % () < (0,w)
Versorul-normala la suprafata s in punctul (”0 Vo ) este
[
n(uo,VO): ?(MO’VO)X?(%’VO) ,unde 7, X7, = @ 8_g % )
7, (uo,vo)xrv(uo,vo) ou oOu Ou
o og oh
ov ov Ov
Dacdi notim cu A= D(g,h), BD(h’f), AZM, observim ci
D(u,v) D(u,v) D(u,v)

r, (uo,vo ) X7, (uo,vo )H = \/ A+ B>+ C? si versorul-normalei la suprafata s in punctul
AT + Bj +Ck
\/A2+BZ+C2

(uo,vo) are expresia 1 = , unde am renuntat la specificarea punctului

(u.vp)-

2 2 2
Dacé notam cu £ = g + % + oh , Fzgg—%-a—ga—g—%-%%,
ou ou ou Ouov Ouov Ouov

ov ov ov
Doud panze parametrizate netede s:D C R? > R? si §:D; R? 5> R?

2 2 2
G :(gj +(agj +(%j atunci avem identitatea 4> + B> + C> = EG — F* > 0.

(D $1 Dy deschisi) se numesc echivalente §i se noteaza s ~ s;, daca existd o functie bijectiva
¢o:D—>D, pe C! (D), (p_1 eC! (D) , astfel incat jacobianul lui @ sa fie strict pozitiv
in fiecare punct al deschisului D si §; © @ =5 . Functia (¢ se numeste schimbare de parametri.

Dacd s ~ s;, atunci urmele celor douad panze parametrizate netede coincid. Relatia
»~ este o relatie de echivalentd in multimea panzelor parametrizate netede.

Definitia 8.3. Se numeste suprafatd parametrizatd neteda o clasa de echivalentd de
panze parametrizate netede.

Sa consideram suprafata s: D) C R? 5 R’ netedd, definitd pe multimea deschisa

D, , avand reprezentarea parametrica:
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x:f(u,v)
S yzg(u,v), (u,v)eDl.
Z:h(u,v)

Dacd D c D, este un domeniu compact din Rz, atunci multimea s (D)ZS

reprezintd o portiune din suprafata neteda datd. Presupunem ca suprafata s este simpla si
nesingulara.

Definitia 8.4. Se numegste aria portiunii de suprafata S R? numarul real pozitiv:

aria § :Jj“ru erHdudv=”\/A2 +B* +C2dudv=”\/EG—F2dudv.
D D D

Forma diferentiala dc = HFM X Fdeudv = \/A2 +B* + C*dudv =VEG - F*dudv
se numeste elementul de arie al suprafetei S.

Integrala dubla J.J. \/ A* + B + C*dudv  este independentd de reprezentarea

D
parametrica a suprafetei S.

Daca suprafata S este data explicit de ecuatia z = f (x y) (x, y) e DcR?,

Atunci aria § = J‘J‘\/1+p +q dxdy unde p—gf q= 8f

oy
Fie D C R o multime compacta si suprafata neteda, simpla, nesingulara
X = (u,v)
S:qy= g(u,v), (u,v) eD,
z= h(u,v)
unde f,g,he C! (D) . Si considerim functia F:ScR*>R si o diviziune

0= (Sl 38500058, ) a suprafetei S. Definim suma

P
Gs (Fagkankagk) = ZF(EJkan]ka)' ariask,
k=1

& = f (te-ve)
unde (&k,nk,gk)esk, 1<k < p.Deoarece <M, =g(uk,vk), 1<k <p,
G =h(ue,vy)

rezulta ca GS(F’&/(’nk?é;k ZF Uk,Vk g(uk,vk),h(uk,vk))-ariaSk.

Diviziunii 0 a suprafegel S ii corespunde o diviziune A a domeniului D, iar
portiunilor de suprafatd s;,S,,...,5, le corespund subdomeniile 51,52,...,5p. Asadar,

p
(uk,vk)ESk, lgkgp
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Definitia 8.5. Dacd pentru orice sir de diviziuni (5n )n>1 ale suprafetei S cu

proprietatea ca HSnH — 0, sirul sumelor (05 ) | are o aceeasi limita finita, atunci sirului
n/nz

(68 ) . se numeste integrala de suprafata de primul tip pe suprafata S si se noteaza
n n>
”F(x,y,z)dc.
S

Teorema 8.6. In conditiile de mai sus, dacd F' : .S C R®> — R este continua atunci:

_[_[F(Jc,)/,z)dcszJ‘J‘F(f(u,v),g(u,v),h(u,v))\//l2 +B%+C?dudy.

Dacd suprafata S este datd de Z=f(x,y), (x,y)EDCRz, atunci
”F(x,y,z)dcs =_”F(x,y,f(x,y))«/].|rp2 +(]2dxdy,unde » :%’ q :%.
S S

Propozitia 8.7.
a) Dacd F si G sunt functii continue pe un deschis care contine S si o, [ sunt
constante reale, atunci:

[[(aF +BG)do =a[[ Fdo+p[ Gdo.

b) Daca S este juxtapunerea a doud portiuni disjuncte S}, S, de suprafatd, atunci:
J.J.FdGZJ.J.FdG+J. Fdo.
S S, S,

¢) Aria unei portiuni de suprafatd S este aria S = J.J. do.
S

Fie DcR? o multime compacta si suprafata neteda simpla, nesingulara
xX= f(u,v)
Siqy= g(u,v), (u,v) eD,
z= h(u,v)
unde f,g,he C! (D) . Fie M(x,y,z) un punct al lui S= S(D) . Putem considera in
punctul M doi versori-normald la S:
_ Ai+Bj+Ck  _ Ai +Bj +Ck
T o 2 T T a2
JA2+B 4 C JA2+ B+ C

avand sensuri opuse.
Suprafata S se numeste orientabild dacd in fiecare punct din S este definit un versor-

normala si aplicatia (x, Y,z ) = ﬁ(x, Y,z ) este continud. Suprafata orientabila S Tmpreuna
cu unul din cei doi versori-normald se numeste suprafata orientala.

O suprafatd S'in R> se numeste inchisd daca existd o aplicatie bijectiva
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(p:{(x,y,z)eR3‘x2+y2+22:1}—>S,

astfel Incat @ si (p_1 sd fie continue (adica sfera unitate si suprafata S sunt homeomorfe).

. 3 < - 1w - A . A .
Fie § © R” o suprafata orientabild. Daca S este inchisa, atunci in fiecare punct din S
este definit versorul-normald. Notdm cu 7, versorul normalei exterioare (care iese din

domeniul marginit de S) si cu #; versorul normalei interioare (ﬁl = —ﬁe). in primul caz,

perechea {S ,ﬁe} se numeste fata exterioard si se noteaza cu S, iar perechea {S ,ﬁl} se
numeste fata interioara si se noteaza cu S;.

Dacd S este neinchisd, proiectabild pe planul xOy, atunci vom numi fata exterioara a
suprafetei S in raport cu planul Oxy perechea {S ,ﬁe}, notatd S, unde 77, este versorul-
normala care face un unghi ascutit cu axa Oz . Fata interioara a suprafetei S va fi {S ,ﬁl} ,

notatd S;, cealaltd fatd a lui S, adica fata pentru care versorul-normald face un unghi obtuz cu
axa Oz .
Fie C conturul suprafetei S si [ proiectia lui C pe planul Ox) . Pe C se pot considera

doua sensuri de parcurs. Sensul asociat suprafetei exterioare este acela care corespunde
sensului direct (pozitiv) pe conturul I'. Fetei interioare i se asociaza sensul invers (negativ).
In acest mod se defineste un sens de parcurs pe conturul oricirei parti din suprafata S.
Totodata am indus o orientare si pe domeniul D din planul Ouyv.

Daca (COSOL,COSB,COSV) sunt cosinugii directori ai versorului-normala »n la

suprafata S atunci

A B C
, cosP= , COSY = i
\/Az+Bz+C2 \//12+32+C2 \/A2+Bz+C2
Fie R=R (x, y,S) : S > R o functie definita pe suprafata orientata S.

cosa =

Definitia 8.8. Fie F':V R* SR o functie vectoriald continud pe domeniul V,
domeniu care contine suprafata S,

F(x,y,z) = P(x,y,z)lT + Q(x,y,z)f + R(x,y,z)l;.
Integrala de suprafata de al doilea tip a functiei vectoriale F' pe suprafata S, sau fluxul

campului vectorial F prin suprafata S, sau fluxul campului vectorial F prin suprafata S, cu

notatia:
”P(x,y,z)dydz+Q(x,y,z)dzdx+R(x,y,z)dxdy <:>CI)Se (F)zj F -ndo,
Se Se

se defineste prin egalitatea:

J'J'dedz—k Qdzdx + Rdxdy =ﬂ(Pcosoc + QcosB+Rcosy)dG.
S S

(S

In mod asemanitor se defineste

”dedz + Qdzdx + Rdxdy = —”(Pcosoc + Qcosf + Rcosy)dc.
S, S

1
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Utilizand regula de calcul a integralei de suprafata de primul tip, rezulta ca

“deder Odzdx + Rdxdy ” (Pcoso.+QcosP+ Rcosy)do =

H PA+ QOB+ RC d
\/A2 +B* +C?
Am ob‘gmut regula de calcul a integralei de suprafata de al doilea tip

ﬂpdydz+ Odzdx + Rdxdy :H(PA+ OB+ RC)dudv,

S, S
unde P:P(f(u,v),g(u,v),h(u,v)), Q=Q(f(u,v),g(u,v),h(u,v)),
R= R(f(u,v),g(u,v),h(u,v)), iar A= A(u,v), B= B(u,v), C= C(u,v).

Daca folosim scrierea vectoriala, rezultatele anterioare devin:

¥V, X7,

J'J-dedz+dedx+Rdxdy ”F fido = ”F H_u _dec:
7 X

S

u
¢

F’ us’vy — —
_-”(Hrirru H 7, r dudv

= |[(P4+ 0B+ RC)dudv

<

unde produsul mixt este

P O R

(F.r, 7)=@ % oh
WV \ou  Ou  Ou
of 0Og Ou

v v v

In cazul in care suprafata netedi este de ecuatie z = [ (x, y) , (x, y) eD.

Atunci versorul-normala 7, , corespunzator fetei exterioare S, , este
_ —-pi—q+k
n, = ,
2 2
p +q +1
iar versorul-normala 71;, corespunzitor fetei interioare S;, este 7; = —71,.
Sa considerdm o placa materiala neomogend curba, de grosime neglijabila, care are
forma data de urma S a suprafetei s din spatiu. Presupune cunoscuta in fiecare punct al placii

materiale data de functia continua p(x, y,Z). In acest caz, pentru placa materiald se pot
calcula:

a) masa M a placii: M ZJ.J.p(x,y,Z)dG;

S
b) coordonatele centrului de greutate G al placii:

Xg =$fop(x,y92)d6, Yo =$Lfyp(x,y92)d0a zG =$szp(x,y92)d0;
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¢) momentele de inertie ale placii materiale in raport cu axele de coordonate:

= II(S)(yZ + Zz)p(x,y,z)dcs, o, = II(S)(XZ + Zz)p(x,yaz)dc,
Y-

d) momentele de inertie ale placii materiale 1n raport cu planele de coordonate:
2 2
J.J. z p X, Y,z )dG, y0z — -[-[(S)x p(x,y,Z)dG,IxOZ:J.(S)y p(x,y,z)dcs
¢) momentele de inertie ale placii materiale in raport cu originea:

Iy = J.J.(x2 +y2 +22)p(x,y,z)dc.
(5)

2. Probleme rezolvate

Sa se stabileasca daca paraboloidul eliptic
2 2
X *
z=—5+ y—2, a,beR
a
este o suprafatd orientabila.

5 5 _ oz Oz 2x 2y ,
Rezolvare. Observam ca n=—-—,——,|= ——2,—b—2,1 si
a

HnH—\/—+b—+1¢O pentru orice (x,y)€R2. Deoarece 7 =ﬁ(x,y) este o

functie continud nenula pe R? , deci suprafata este orientabila.

Sa se calculeze aria suprafetei X =/ y2 + 2% situatd in interiorul cilindrului

x2+y2=a2, a>0.

Rezolvare. Din simetria figurii fatd de planul xOy, Aria S = Z.U do, unde S este

S
suprafata care are reprezentarea carteziana:

Z=\/x2—yz,(x,y)eDz{(x,y)‘xz+y2Sa2}.
Observam ca
do = 1+(a—zj (azj dedy= 1+ 272 +y” dxdy—

ox oy ¥ — /x _

drdy :ZJ‘4 cosO cos0

—————dO0|pdp+2
0 J1-sin%0 jp P J.h V1-2sin’0

o X
Aria§ = 2'[5‘.—@
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a 2 % 2 27 2
a a i ) am
jo pdp = \/Earcsm(\/ s1n9) +$arcs1n(\/2 s1n6)7n—$.
4

Si se calculeze aria decupata de cilindrul x° + y2 —ay=0,a>0, in

emisfera superioara a sferei x* + y2 +z2 =4

Rezolvare. Ecuatia emisferei superioare este z = \/ at —x* - y2 si

2 2
B X v B a
dG—\/1+ S R R 5 dxdy = — 2dxdy.
a-—x-y a-x -y a —x" -y
Aria — J‘J‘ adxdy ’
\/a —x’ -

unde D este proiectia pe planul xXOy a suprafetei decupata de cilindru in suprafata emisferei

x=\ay-y*

Y e dx r . X
Aria = ajdy_[ = aj arcsin ——— dx =
—Jay—y? 22—t 2 .2

X =y 0 4 =V Jie—Jay—y?

= 2a£arcsin /a -Jljy dy = a2(n—2).

E Sa se calculeze integrala de suprafatda [ = ”A\/)cz + y2 do, unde S este suprafata

2 2 2
laterald a conului — +“— ——
a2 a2 b2

b |
Rezolvare. Observam ci z = —/ x> + y2 , Sl
a

2 2 2
do \/1+bz . zy ddy =~ L a2 +p? dxdy
a" x"+y° a x +y

=0; 0<z<b, a>0.

2 2
va“+b
Atunci 1 =—”\/x2 + % dxdy,
a D
unde D este proiectia pe planul xXOy a suprafetei S, adica D = {(x, y)‘x2 + y2 < az} .

_ Va? +b? J’2ﬁ 2na’Na? + b?
a 0 '

3

dOJ.: p*dp =
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[5] s se calculeze 1 = II do,
\/ + y +4z7

unde S este emisfera superioara X%+ y +z2 =42 ,z20,a=#0.

Rezolvare. O reprezentare parametricdi a lui S este x=asinfcoso,

y=asin0sinp, z=acosO,cu 0 €‘:0,§:|, (pe[O,Zn]. Avem

2 2 2 2 2 2
— (a_xj + (a_yj + (%j — aZ’ G — @ + a—y + % = a2 Sin2 6
o0 o0 o0 f3l0) op ol0)
_Ox Ox L Yy 8y 0z 0Oz

.= =0, deci do =a”sin0d0Odo
0 a@ o0 a@ 80 oo

TC

/o J' J'\/a a’sin® d9——2naJ. d(cos®)

+3a’cos’ 0 \/1+3cos

_ 2
= \Z/galn(\/gcos9+\/l+3cosze)0:2%1 (2 \/5)

E Sa se calculeze integrala de suprafatd [ = II xdydz + ydzdx + zdxdy,
S
. .2 2 2 _ p2
unde S este fata exterioard a sferei x“ + y“ +z" =R, R>0.

— . . . — X z
Rezolvare. Versorul normald 7 al fetei exterioare a sferei este 7 = (— % Ej

2 2

/- J.J.(E%Ejd g%fdc:R LjdG:R.mz ey

Sa se calculeze [ = ” xzdxdy + xydydz + yzdxdz,

unde S este fata exterioara a suprafetei

S:{(x,y,z)x2+y2+22:a2,22\1x2+y2,a>0}.

Rezolvare. O parametrizare a suprafetei S este

x=asinBcos@; y=asinOsing; z=acos, 96[0,%}, ¢e[0,2n].

Deducem A4 = a® coscpsin2 0, B= a’ sin(psin2 0, C= a®sinOcos 0,

\/A2 +B% +C? =a’sin®.
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Atunci 7 are coordonatele (COS ¢@sin 0,sin @sin 0,cos 9) . Rezulta:

4
na

Y
— 27
I= I04 dejo a* (C052 @sin@sin® 0 +sin? @sin® HcosO + cos pcos® Hsin? e)d(p =,
8

16
[8]

Sa se afle coordonatele centrului de greutate a emisferei superioare
x2+y2+22:R2,R>0.

Rezolvare. Ecuatia emisferei superioare S este

z:\/Rz—xz—yz, D:{(x,y)‘x2+y2£R2}.

7 _1; — dxdy , iar S =Ljdc:2nR2
1

S, :ijdc:RgmdxdyzRIpz(Rz _pz)zdp.zfcosedezo

Observam ca do =

1 21
2-p?) 2dp- jsinedezo
0

R
Sy:Ljde:Rgmdxdy:R!pz(R

S, :J'SJ'sz:J'D‘[\/Rz —x? —y2 = _1; _y2 dxdy =

:Rjjdxdy =RTp2dp-Tde= R’
D 0 0

Coordonatele centrului de greutate sunt

S, S S. R

|E| Sa se calculeze fluxul campului vectorial F prin fata exterioara a suprafetei
semisferei S unde, F(x,y,z) = (x,y,Z) si

S={(x,y,z)‘x2+y2+22 =R2,ZZO}, R>0.

Rezolvare. Avem: z = \/R2 —x* - y2 , (x,y) eD= {(x,y)‘xz + y2 < Rz} ,

2 2 2
§i 7= 2,2, R-w-y
R R R
_ R2_2_ 2
CDS(F):HF-r_sz:” x-%-ky%-kz- ; Y ldo =
S S

:%”(ﬁ+y2+R2—x2—yz)dG:RjjdczR-2nR2 = 2nR°.
S S
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Sa se calculeze aria suprafetei Zz =+ xX*+ y2 situatd in interiorul

cilindrului x* + y* = 2x.
Rezolvare.

2 2
Aria suprafetei considerate va fi S = J] do = I \/ 1+ (%j + (%j dxdy,
X v
S D

unde D = {(x,y)‘xz + y2 < 2x} si este proiectia lui S in planul xOy .

2 2

T 2cos0 kil
=2 j_zn jo pdp =2 j_znzcoszede = 2.
2 2

Sa se calculeze aria suprafetei sferei x* + y2 +z2=a® situati

A . o .2 2 C e
in exteriorul cilindrului x~ + y~ = *ax (Viviani).

Rezolvare. Cei doi cilindri decupeaza in sferd patru ferestre de arii egale. Vom calcula
aria situata n interiorul celor patru ferestre si o0 vom scadea din aria sferei: aria unei ferestre

[ () 2w

Ap =J'J'dcs:
N x“+y° <ax

2 2
X y
= ” \/l+2 s+ dxdy.
a-—x"—-y° a —-x" -y

X2 +y2 <ax

Trecand la coordonatele polare, integrala devine:

T cacosd 2 T
4 =22 /af_ —7pdpd0 = 2[2a(a—asin0)d6=na’ ~2d’.
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Fig. 8.2

Aria din suprafata sferei aflata in interiorul cilindrului este prin urmare 47ma
Deci, aria suprafetei din sfera aflata in afara

—8a”.

Aria totald a sferei este S = 4ma’.

ferestrelor Viviani va fi A =4ma’® — (47[612 —8a ) =8a”.
- Calculati aria portiunii din planul 6x+ 3y +2z=12 continutd in primul

octant.
Rezolvare. Aria suprafetei ABC va fi

= fJao- ] [ s Ry

OAB
A

b 2
6 |C
B -
0 4y
A
2
X
Fig. 8.3
2 2
Sa se calculeze aria suprafetei z =-— + = situatd in interiorul cilindrului
2a  2b
x° y
—2 —2 , a, b c e R
a” b
2 y2
Rezolvare. Suprafata decupatd din paraboloidul Z=2—+— de cilindrul
a

2 2
X
— + y—2 <c? se proiecteazd in planul xOy 1in elipsa —2 y—2 < c”. Atunci, deoarece
a~ b a
0z x oz y 3 .
p=—=— ¢q=—=-,aria se calculeaza cu relatia:
ox a oy
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H ,/1+z_z+;—jdxdy.

prxOy

A:Ljda:

_ X =acpcosb;
Trecand in planul xQOy la coordonate polare generalizate

y =acpsin0.

Jacobianul transformarii va fi egal cu abczp si deci integrala va deveni

A= ‘[OIIOZR\II + czp2 abczpdep: 27;ab {(\/1 +c? )3 - 1} :

Sa se calculeze Ij(x +y+z )dG daca S este suprafata
S
x? +y2 +z°=a’ cuz20.
Rezolvare. Consideram parametrizarea suprafetei S data de

x=asinBcos, y=asinBsin@, z=acoso, ee[o,ﬂ, (pe[0,2n].

Atunci:

D cosOsin sin Ocos

A= (y,z): “ _ ¢4 ? = a”sin® 0cos @
D(6,9) | —asin® 0
D —asin® 0

B= (z,x) _| |=d*sin’Bsing
D(6,9) |acosOcosp —asinBsing
D 0 —asin Osi

Co (x,») _|acos cosq —asindsing)_ 5.0 s0
D(O,(p) acosOsing asinBcose

si \/A2 + B+ C? =\/a4 sin* 0+ a*sin?0cos? 0 =a’sin0.
In aceste conditii:

J'J'(x +y+ Z)dG = J'Ozj'ozﬁ(acosecoscp + asinOsin + acose) -a*sin 0dpdd =
S

/2
= 2a3nI / sin0cos0do = a’r.

0
Sa se calculeze integrala jj(y — Z)dde + (Z — x)dzdx + (x — y)dxdy ,
S

dacd § este fata exterioard a conului X+ y2 = 7? (O <z< h) .
Rezolvare. Deoarece suprafata S este exprimata explicit prin relatia

[2, 2 0z X Oz y
Z=4X + , deducem imediat cd — = ———, — = —
Y ox 24 32 Oy /xz +_y2

la suprafata va fi data de formula:

si deci normala
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X
_ :\/x2+y2 \/x +y y -k
| \/2xzz+ v +1 m m
x“+y

x* +y?

.U(y_Z)dde+(Z_x)dde+(x—y)dxdy:

- [( v )ﬁ%m—x)ﬁ_m]my:

“ 2y - 2x)dxdy.

x2+y2S1

x = peost; e(O,l]; Oe[O,Zn),

Trecand la coordonate polare .
y=psino,

integrala devine Ioznﬂ Zp(sin 6 —cos 9) pdpd6 = J.Ozn(sin 0 —cos 9) do=0.

1 1 1
Sa se calculeze integrala J. ;dxdz + ;dzdx + ;dxdy ,

2 2 2
. .. . X z
dacd S este fafa exterioard a elipsoidului — + y—2 +—= 1, a,b,ce Ri :
C

Rezolvare. Pentru suprafata S considerdm parametrizarea

X =asin0cosq,

N 0 e[0,x];
y =bsin0Osin @, Atunci
q)e[O,ZTc].
z=ccos0,
S D(y,z) _ bcos(?sincp bsinOcos @  besin® 0cos g
D(G,(p) —csin 0 0
D —csin 0 0
B= (z,x): s ~ |=acsin®Bsing
D(8,9) |acosBcose —asinBsing
D 0 —a sin Osi
Co (x,y):acos c?scp a.sm SINQ| _ 005D y
D(G,(p) bcosOsing  bsinBcos
avem: ” dydz + - dzdx ++ ~dxdy= jj ﬁ+B+9 dpdd =
y y oz
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) .2 P .
:J'RJ' n bcs%n ecoscp+acs?n 9§1n(p+ab31n6cos6 dod0 =
asinBcos @ bsinOsin @ ccosB

abc abc

b2c? + a’c? + a’b? ¢nf p2m b2c? +a’c? + a’b?
= Io Io sinBdo [=4n :

1
Sa se calculeze masa panzei parabolice z = E(xz + yz) (0 <z< 1) a carei

densitate variaza dupa legea p=z.
Rezolvare. Masa panzei parabolice se calculeaza dupa formula

M = dec— H x+y \/1+x2+y2dxdy.

x +y <2
A

Fig. 8.4
Trecand la coordonate polare in planul xQOy, integrala devine:

jznj —p3\1+p? dpde_ [1+6\/_]

Sa se calculeze suprafa;a totala a corpului limitat de sfera

\S]

x*+ v+ z? =3a? i de paraboloidul X’ + y2 =2az (a > 0).

A

Fig. 8.5

222



Cele doua suprafete se intersecteazd dupa curba 2z =a, x4+ y2 =2a°

$=5, S, e 4, = [[do = [[ 155+ 2 dudy -
s, f a a

:é IOZ” j:ﬁ\/cﬁ +p” pdpd = 2a’ (33 —1)

2 2
_[ _ X Y _
Az_.SJ.dG_J.J.\/l—i_:))az_xZ_yZ+3a2 2 Zd‘Xdy_
5 D

“Z,
LT a\/7
_ 02 jo 2—3_pr2 pdpdd =213 (V3 -1).

Suprafata totala va fi deci 4; + 4, = 4ma’ (1 + \/5) .

Sa se afle aria portiunii de suprafatd, exprimata sub forma explicita, sectionata:

(i) de cilindrul x*+ y2 = RZ, R>0 (x, y> O) din paraboloidul hiperbolic
Z=X);

2 2
. o X y 2 . . .
(i) de cilindrul —+ b_2 =c”,c>0, din paraboloidul eliptic
a
2 2
X
z:—+y—; a,b>0;
2a 2b
Rezolvare.

(i) Cum suprafata este exprimatd sub forma explicitd este comod sa folosim formule:

= ffoo= I (2T (2] ar

unde D este proiectia suprafetei S pe planul xOy .

In acest caz D,, ={(x,y)€Ri x’ +y2 SRZ} si A = J:[ 1+ x2 +y2dxdy.
ny

Trecand la coordonate polare, gasim:

A:J‘ON/z(J‘ORr 1+r2drjd6:g[(r+R2)3/2 —1]

(ii) Procedand similar ca la punctul (i), deducem:

Prin urmare,



] o) (2w

Folosind coordonatele polare generalizate obtinem:

A:IOZK(IR\/1+F2 -a-b-rdr)d@z%ﬂ:-a-b[(1+cz)3/2 —1]

0
Sa se afle aria portiunii de suprafatd, exprimata sub forma implicita, sectionata de
cilindrul x> + y2 = Rx, R >0, din sfera x4 y2 +z2 =R? , (suprafata Viviani);
Rezolvare.

Metoda recomandatd in astfel de cazuri este de a obtine o reprezentare parametrica a
suprafetei pentru care calculam aria. Vom folosi coordonatele sferice:

x=rcosOsinp, r=R,
T3 y=rsin0Bsing, (pe[O,Tc],
Z=rcosQ, 96[0,27c].

Fig. 8.6

Cu ajutorul matricei derivatelor
M Rcospcos® Rcospsin® —Rsin@
- —Rsinpsin® RsingcosO 0

se determina coeficientii formei Gauss ai sferei £ = R? , F=0,G= R?sin? o si

A:”dc: J’J’ VEG — F2dodd = H R%sin pddd,
S D(pe D%

unde pentru D(Pe vom face urmatoarele consideratii.

Vom studia numai portiunea din suprafatd situata In primul cadran. Pentru punctele de
pe curba Viviani curba de intersectie dintre sfera si cilindru) vom avea

sin@ = cos0 si cum Osﬁsg iar OS(psgzq:HG:g.
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In consecint: Do = {((p, 9) eR

OS@SE—G,GE[O,E}},

2 2
n/2( pn/2-6

iar A= 4RJ. (J. sin(pd(pjd9:4R2(g— j

Obs. Aria partii de emisfera care ramane dupa decuparea suprafetei Viviani este 4R? ,
fapt ce aratd ca valoarea ei nu se exprima prin intermediul numerelor irationale.

(i) S& se determine momentul de inertie al suprafetei paraboloidului conic
x>+ y2 =2az, 0<z<a,inraport cu axa Oz.

(ii) Pentru aceeasi suprafatd determinati coordonatele centrului de greutate.
Rezolvare.
(i) Cum suprafata este data printr-o ecuatie explicitd deduc

L= (%)= jxjy(xuyz) (2] (2;] xdy,

unde D, :{(x,y) e R? ‘OS x* +y2 £2a2}.

-

L
1

Fig. 8.7
Folosim transformarea in coordonate polare si apoi teorema lui Fubini, deducem:

1, :%Ijﬁ(J‘O@f\/f +p2dp)dezj—g(l+6\/§)a4

(ii) Datorita simetriei fatd de axa Oy deducem x5 = yg =0

5. = [[ras- H e\ e(Z) [ZJ dxdy -

=L-JZ=2—“(1+6\/§)a3
15

2a
. . o 2n 2 gy
Cum aria suprafetei paraboloidului este S = J.J. do= ?(3\/5 - l)a deducem ca
S. 55+9\3
Ig=——==—"7—a
S 130
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3. TEST DE AUTOEVALUARE

1. Sa se calculeze integrala de suprafata II\/az —xr - y2 do, unde

S
S:{(x,y,z)z: a’ —xz—yz,a>0}.
< 3
Raspuns. ta™.
zdo
2. Sa se calculeze integrala de suprafata .[.[ ,
S \/a2 +x2+ y

1
=—(x"+ 0<z<h
Za( y

unde S ={(x,y,z) z

Rispuns. Th?.

[\

2
X VA
3. Sa se calculeze jj\/—4 y—4+—4d6, a,b,c ER:

b

c
S
2 2 2
X yA
—2+y—2+—2—1:() .
a b c
4-7 a®-b>+b*-c*+c?-a’
a-b-c

4. Sa se calculeze ”' xzdde + y2dde + szxdy,

unde S = (x,y,z)

Raspuns.

2

4 *
unde S este fata exterioard a conului —2 + y—2 ——= 0, a,b,ceR,, 0<z<)h.
a C

5. Sé se calculeze J.J.xdydz + ydxdz + zdxdy,

unde S este fata exterioard a cilindrului x* + y =a®, —h<z<h, ahe R

Rispuns. 31a’h.
6. Sa se calculeze fluxul cAmpului vectorial F (x, y,Z)Z( yz,zx,xy) prin fata

exterioara a suprafetei care delimiteaza domeniul

2 2 2
(%,2.2) 5 +=
a

+b—2+Z—<1 x<y,ab,c>0¢.

Raspuns. 0.
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7. Sa se calculeze jj\/ X%+ y2 do daca S este suprafata exterioard a conului
S

2 2 2
x z
—2+y—2——220 (OSZSZ?, Cl,b>0).
a”~ a° b
5 2na*Na® + b2
Raspuns. .
3
8. Sa se calculeze J.J.(xy +yz+ Zx)dG daca S este portiunea suprafetei conului
S

z= \/xz + y2 decupata de suprafata x>+ y2 =2ax, a>0.

642

a.

Raspuns.

9. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al suprafetei omogene

z= az—xz—yz,xZO;yZO;x+y£a, a>0.

a
Raspuns. X5 =Yg = .
242

10. Sa se calculeze integrala jjxyzdc daca S este portiunea din planul

S
X + y + z =1 aflata in planul octant.
Raspuns. —.
120
11. Sa se calculeze integrala Ij yzzdxdy + xzdydz + x? ydxdz daca S suprafata din

S
. e e D222,
primul octant constituitd din z =x" + y~; x4+ y~ =1 si planele de coordonate.

. T
Raspuns. —.

12. Sa se calculeze J.J. xzdde + yzdxdz + szxdy dacd S este suprafata exterioard
S

a sferei (x—a)2 +(y—b)2 +(Z—c)2 :Rz, a,b,c,R>0.

Rispuns. 8?75(61 +b+ C)R3 :
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LECTIA 13 - FORMULE INTEGRALE

1. Notiuni teoretice

Formulele integrale sunt formule de legaturd intre integralele multiple, integralele

curbilinii si integralele de suprafata fiind aplicatii particulare ale relatiei J. 0= .[ odw, unde

oX X
® este o forma diferentiald, d® este diferentiala sa exterioard, iar X este un domeniu cu bord

regulat, orientabil, orientdrile lui X si 0X fiind asociate.
Definitia 9.1.

(i) Fie in spatiul euclidian real R? triunghiul 7] cu varfurile in punctele
AO(O,O); Al(l,O); Az(O,l). Vom spune ca triunghiul 7; este orientat pozitiv dacd se
considerd pe multimea varfurilor sale relatia de ordine Ay <A; <A,.

(ii) Un triunghi oarecare Ml(alabl)a MZ(a29b2)9 M3(a3,b3) este orientat

a b 1
pozitiv daca si numai dacd |a, b, 1/>0.
as b3 1
(iii) Un domeniu poligonal D a carui frontierd este imaginea unei curbe simple si

inchise este orientat pozitiv dacd orice triunghi format din multimea varfurilor domeniului
este orientat pozitiv.

(iv) Fie D un domeniu compact din R? a carui frontiera este imaginea unei curbe
simple si Inchise. Vom spune cd D este orientat pozitiv dacd frontiera lui D este orientatd
pozitiv (orice linie poligonald formata din puncte ale frontierei este pozitiv orientatad).

Observatia 9.2. Fie D un domeniu compact in spatiul euclidian R? a cirui frontiera
OD este imaginea unei curbe simple si incluse. Fie A un punct arbitrar pe 0D . Notim

C (A) curba simpla si Inchisa care are proprietatea ca orienteaza pozitiv domeniul D avand

ca imagine 0D .
Fie P, O:D—>R doua functii astfel incat integrala

curbilinie J.a P (x, y)dx + Q(x, y)dy existd. Atunci pentru orice A €0D integrala
D
-[C( )P(x,y)dx + Q(x,y)dy existi i nu depinde de A. Vom nota
A

(ﬁ P(x, y) dx+Q (x, y) dy valoarea comuna a acestor integrale.

oD
Propozitia 9.3 (Formula lui Green-Riemann).

Fie DcR? un domeniu compact avand ca frontierda o curbd simpld, inchisa
rectificabild. Fie P,Q:D — R doud functii continue pe D care admit derivatele partiale

oP . 00

— si 8_ continue pe D. In aceste conditii integralele urmitoare existi si are loc relatia

oy X
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ox Oy

Cj}aDP(x,y)dx + Q(x,y)dy = ”D(G—Q —a—dexdy.

Observatia 9.4.
Fie D un domeniu compact avand ca frontierd o curbad simpla inchisa si rectificabila.

: 1
Atunci are loc egalitatea: ariaD = Eq:;xdy — ydx.

Observatia 9.5.

Fie ScR® o suprafati netedd deschisd definita de x=f (u,v);
y= g(u v) z= h(u v) (u,v)eD marginita de o curba inchisd, netedd C =05,
functiile /', g, & fiind functie de clasa C 2 pe Dc R

Vom alege pentru normala suprafetei S acea orientare care determind parcurgerea
frontierei OS 1n sens direct si vom numi aceastd fatd, fata superioara a lui S.
Propozitia 9.6 (Formula lui Stokes).

Fie S R3 o suprafatd orientatd, netedd, deschisa, marginitd de o curba inchisa C,
S = {(x,y,z)‘x = f(u,v),y = g(u,v),z = h(u,v), (u,v) eD, f,g,h GDZ(D)} .

Fie D < R> un domeniu care contine suprafata S si P,O,R:D — R trei functii

continue care admit derivate partiale de ordinul I continue pe D.
Atunci are loc egalitatea

(ﬁP x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz =

] L PR L P [ 2 e
oy 0Oz 0z Ox ox Oy

Observat,:la 9.7. Formula lui Green se obtine din formula lui Stokes daca C si S sunt
in R? (daci z=0, dz=0).
Propozitie 9.8 (Formula lui Gauss-Ostrogradski).

Fie Q c R? un domeniu marginit de o suprafatd S =02 inchisa, neteda, orientatd
dupa normala exterioard a domeniului €2. Daca domeniul € este simplu in raport cu toate
planele de coordonate si daca functiile P,Q,R:Q U .S — R sunt continue si admit derivate

partiale continue pe €2, atunci are loc egalitatea:

” P(x,y,z)dydz+Q(x,y,z)dzdx + R(x,y,z)dxdy =
S=00)

(G5 5 o

Observatia 9.9. (Interpretari vectoriale)
(i) Fie campul vectorial F (x, y,z) de componente (P,Q,R) definit intr-un

domeniu V < R* prin:
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F(x v,z ) P(x v,z )l +Q(x,y,z)j+R(x,y,z)l€,

astfel incat functiile P,Q,R :V — R sunt continue si 77 este versorul normalei la suprafata

ScV,n= ai + B] + ylg . Atunci fluxul vectorului F prin suprafata orientata S va fi
0= [ F-7do=[[ P(x,y.z)dvdz + O(x,.z)dedv + R(x, y.z)drdy
S

(i) Daci F este un camp vectorial de componente P,Q,R de clasi C! pe

VRS , atunci se numeste rotorul lui F vectorul

ot F=| OB _9Q |z (5_P_5_Rjj Q9 _oP
oy 0Oz 0z Ox ox Oy

Formula lui Stokes devine

anSF-dF:“.Sﬁ-rotF-dG,

adicd circulatia vectorului cdmp de-a lungul unei curbe inchise este egald cu fluxul rotorului
sdu prin orice suprafata S ce se sprijina pe aceastd curba inchisa.
(iii) Numim divergenta cdmpului vectorial
F= P(x V,Z )i + Q(x,y,z)j + R(x,y,z)k
oP 20 aR

si notam divF =— . Cu aceastd definitie formula lui Gauss Ostrogradski
8x oy az

devine
[[[divFav=[[F-7i-do.
adicd integrala tripla a divergentei unui cAmp vectorial continuu diferential pe compactul

simplu € este egala cu fluxul cAmpului prin suprafata frontierd a domeniului, de la interiorul
catre exteriorul sau.

2. Probleme rezolvate
Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii, folosind formula lui Green:
]:J. (x3 —3xy2)dx+(3x2y—y3)dy,
r
unde I este frontiera domeniului D = {(x,y)‘xz + y2 <R?* x>0, y2 0} ,

parcursa in sens pozitiv.
Rezolvare. Fie P,0:D — R, P(x,y) =X —3xy2, Q(x,y) = 3x2y - y3. Se

observaca P,Q € C! (D) , iar o =—6xy, Y =6xy.
oy ox

I= ”(———dedy 12”xydxdy -
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T
— I

4 5 4
sin20d =K [ _cos20 )2 3R”
2 2 0 2

2 R IR
= 12Ic0s65in6d6jp3dp -
0 0

4
2

O O | 3

[:J(xy+x+y)dx+(xy+x—y)dy,

r
a 2 CZZ
X——=|+y =—,a>0y,
2 4
parcursa in sens pozitiv.

Rezolvare. Fie P,O:D — R, P(x,y) =xy+x+y; Q(x,y) =Xy+x—y.

.00 opP
P.0eCY(D)si ==y+1,—=x+1.
QeC (D) si PR

unde I este frontiera domeniului D = {(x, y)

27

I—J'J'(y—x)dxdy—poj(psin@—%—pcos@jpde—
0

D 0
a a a
p3 B 2 4 p2 B p3 B 21 ar
=—| (-cosB)| —-—-2m-=—| ——| sinf] =-—
3|0 0o 2 210 3o 0

Folosind formula Gauss-Ostrogradski, sa se calculeze integralele de suprafata de tipul
al doilea:

/= ﬂ4xdydz —2y2dzdx + Z2dxdy,
S

unde S este fata exterioard a domeniului V' = {(x,y,z)‘x2 + y2 <4,ze [0,3]} )

Rezolvare. Fie P,O,R:V > R,

P(x,y,z) =4x, Q(x,y,z) = —2y2, R(x,y,z) =72

Observam ca P,Q,Recl(V) sica g—i+%—§+z—§=4—4y+2z.
3
Deci: I=J' (4—4y+2z)dxdydz=J.J.(J'(4—4y+22)dz}dxdy:
4 D\ 0

= ...(42—4yz+22)
D

zZ=

3
dudy = IDj(lz ~12y +9)dxdy,

z=
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unde D = {(x,y)‘x2 + y2 < 4} :
27 2
Avem: 1:21ﬂdxdy—12jdejpzsinedp=21-4n—0:84n.
D 0 0

[4] 7= j j x2dydz + y2dzdx + z2dxdy,
S

unde S este fata exterioard a cubului 0<x<a, 0<y<a, 0<z<a, a>0.
Rezolvare. Fie V' = {(x,y,z)‘O <x<a, 0<y<a, 0<z< a}

I= 2JH(x+y+z)dxdydz :2j.dxj.dy]£(x+y+z)dz =

0 0 0
= ]Z.dx]z‘(Zax+ 2ay + az)dy = ]Z‘(2a3x+ azxz)dx =3a*,
0 0 0

/= j j X3dydz + y3dzdx + 23 dxdy,
S

unde S este fata exterioara a sferei x>+ y2 +z2 =R?.

Rezolvare. [ = .[.[.[3(X2 + y2 + Zz)dxdydz,
V

unde V' = {(x,y,z)‘xz + y2 +2° < Rz} . Trecénd la coordonate sferice, avem:

R 12nR’

np5

0?0 5

2n T R
]:3I d(pJ. dE)J'p2 -p*sin@dp =6m-(—cos0)
0 0 0

IE Sa se calculeze fluxul cdmpului vectorial (x, v,z ) = (sz,— yz,x2 + yz)
prin fata exterioara a suprafetei S din primul octant:

x2+y2+22SR2,x20,y20,220.

Rezolvare. Fie V' = {(x,y,z)‘xz +y2 +2% < R2, x>0,y20,z2> O} .

Fluxul campului vectorial F este dat de integrala ® = J'J.F -ndo, unde S este

S
compusa din suprafata sferica a octantului si trei suprafete plane, iar n este normala exterioara
la fiecare suprafata

® =jgdidexdydz= jﬂ(k—z)dxdydz =wzdxdydz.
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Trecem la coordonate sferice x =psin@cos@, y =psinOsing, z=pcosH cu

pe[OR] (pe[ 2} 9€|: 2},J=pzsin9.Avem:

2 5 R
D= Icos@ s1n9 J.(pj.p3dp—
0 0
4E 2 45 4
:R—jcosesinedejde=ﬂjcosesinede=ﬂ.
4 4 16

Folosind formula lui Stokes, sa se calculeze:

[:J‘x(y2 +22)dx+y(22 +x2)dy+z(x2 +y2)dz,

r
unde I este curba data de ecuatiile: X%+ y2 +2° = R2, x+y+z=0.
Rezolvare.
1= ”(2)}2 — 2yz)dydz + (2zx — 2xz)dzdx + (2xy — 2xy)dxdy =0,
S,

e

S, este fata exterioara a suprafetei marginita de curba I".

[:Jx2y3dx+dy+dz,unde r:{(xayaz)‘xz +y° :RZ»ZZO}-
r

Rezolvare. [ = II —3x? yzdxdy ,unde S, reprezintd o suprafatd marginitd de curba

SC
r,:z =f(x,y),(x,y) eD ={(x,y)‘x2 +y2 SR2} . Atunci:
A :_@, B =—@, C =1 sirezulta:
ox oy

1=-3 J.x .y? - Cdxdy = 3” y2dxdy = —?jpsdpzfcoszesin2 06do =

o%g

4 JPPT T

_ 354 [Q_sin%}: :_3_7TR 54 nR®
; 0=0 )

Pl 32 -

IE [=J.(Z—y)dx+(x—z)dy+(y—x)dz, unde conturul poligonal inchis

I'=ABCA are varfurile A(I,0,0), B(O,I,O), C(0,0,l).
Rezolvare. Ecuatia planului (ABC) este x+y+z—-1=0.
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1 1 1
Normala la planul ( ABC) este L—,—,—J .
W) | 5
Atunci 1 =2 H dydz + dzdx + dxdy = 2 H 3dxdy =3.
AABC AOAB
Sa se calculeze integrala curbilinie

Xl\—/[(\)(ex siny—my)dx+(ex cosy—m)dy,

o —

unde AMO este semicercul superior x* + y2 = ax parcurs de la A(a,O) la O(0,0).
Rezolvare. Fie P(x,y)=¢"siny—my; O(x,y)=¢"cosy—m.

Y
A a,O)
x
()I A(a,O) g
Fig. 9.1

oP 0
P,0O: R? —> R sunt functii diferentiabile. Functiile —,—Q R? 5> R.

oy Ox
opP _ . . x . L
— =e CcoSy—m si, respectiv, —— =€ COS)y sunt si ele functii continue.
oy ox

Considerdm curba determinatd de reuniunea dintre arcul AMO si segmentul OA si aplicim
formula lui Green pe acest contur inchis

m’;ﬁ(ex siny — my)dx + (ex cosy — m)dy - g(z—g —g—ijdxdy = J;S[mdxdy,

unde D = {(x, y)‘)c2 + y2 <ax;y=2 0} . Trecand la coordonate polare, integrala devine:

n( acosB T
J;Si.mdxdy=j(f C.IS mpdp d9=Ij%( 2cosze)dez
ma® > ma*n
= J‘02(1+cos29)d9: -
Deci:
. (exsiny—my)dx+(excosy—m)dy+
AMO
(. X ma’n
+.O_A(e s1ny—my)dx+(e cosy—m)dy: .
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xX=t,

=0, te[O,a] si

O parametrizare pentru OA este {

IO_A(ex sin y —my)dx+(ex cosy—m)dy = I:Odt =0.

Rezulta deci ca

J. (ex sin y —my)dx+(ex cosy—m)dyz
AMO

Sa se calculeze ‘[\/xz +y2dx+y[xy+ln(x+ /x2 +y2 )}dy,
C

x=2+2cosb;

ma*n
8

unde C este curba C :{ 0 e [0,271].

z=2+2sin0,

Rezolvare. Curba C este cercul centrat in (2, 2) si de raza 2 deci este o curba inchisa.

VA

X

O

Fig. 9.2

Fie D:{(x,y)‘(x—y)2 +(y—2)2 34}; P,Q:D—)R;P(x,y):\/x2 +y2,
Q(x,y)zxy2 +y1n(x+\/x2 +y2 )

Deoarece (0,0) ¢ D, P,Q sunt functii continue si cu derivate partiale continue.

Fiind satisfacute ipotezele formulei Green rezulta

J.C\/xz +y2dx+y[xy+ln(x+\/x2 +y? )dy} = ”yzdxdy =
D

2m 2 . 2 2 2 5 . 3 .
= J.o J.o [2 + psmG] pdpd0 = J.o J.o [4p +4p~sin0+ p” sin GJdpde =207
Sa se calculeze in doud moduri integrala

2.2
¢x2 o e’ " (—ydx+xdy).

Rezolvare. Prin calcul direct, o parametrizare a curbei C este :
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X =cos0;
] 0e [0,2n].
y =sino,
A y
1
0]
~1 1 x
-1
Fig. 9.3

Integrala devine atunci
x> +y? o9 2
4}2 , et (—ydx+xdy):j e(sm 0+ cos 6)d9:2ne.
x“+y =1 0
Deoarece curba C este o curba inchisa si functiile sunt continue, cu derivate partiale

continue pe D = {(x, y)‘x2 + y2 < 1} se poate aplica formula lui Green:

¢2+ , 1eszryz(—ydx+xdy): H e Y’ (2+2x2+2y2)dxdy:
X y =

x2+y2S1
= 2J‘02nj‘(jep2 (1+p2)pdpd6 =(e—1)2n+2n=2me.

Sa se calculeze integrala Cj.)c(y - Z)dx + (Z - x)dy + (x - y)dZ ,

2, .2 2
. AV g0 . . .
daca Cesteelipsa C:q parcursa In sens trigonometric daca privim
4= 1, h>0
a h

din partea pozitiva a axei Ox.
Rezolvare. Elipsa considerata este un contur simplu, inchis, ce margineste suprafata

D={(x,y,z)§+%=l, x2+y23a2}.

Fig. 9.4
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Functiile P(x,y,z)=y—z; O(x,y,z)=z-x; R(x,y,z)=x—y

sunt functii continue care admit derivate partiale continue. Atunci aplicand formula lui

Stokes, obtinem : ¢ (y—z)dx+(z —x)dy+(x—y)dz =

“—Zdydz 2dzdx — 2dxdy =— 2 ” 2(+ +O+1dedy— 2(h+a)ma

5 a
x+y <a

Sa se calculeze integrala: Cﬁc(y -z )dx + (22 —x° )dy + (x2 — y2 )dZ,

: . 3
unde C este sectiunea cubului 0 <x<a, 0<y <0, 0<z<0 cuplanul x+y+z =§a

parcursd in sens trigonometric, daca privim din partea pozitiva a axei Ox .
Rezolvare. Curba MNPQRS obtinuta prin intersectia cubului cu planul este un

hexagon regulat de latura . Functiile

P(xayaz):yz_zza Q(X,y,Z)ZZz—xz, R(x,y,z):xz—yz

sunt functii continue ce admit derivate partiale continue pe R>. Aplicand formula lui Stokes,

Vomob;meg) (y )dx+( —xz)dy+(x2—y2)dzz
” —2y— 2Z dydz+( 2Z—2x)dzdx+(—2x—2y)dxdy.

MNPQRS
Az
—a
ks C'
M
B!
/ R
A 3
&561 y
N 0 >
Q
A
3 P
—a
2
X
Fig. 9.5

3
Hexagonul MNPQRS fiind inclus in planul x + y + z = Ea obtinem :

1
coso =cosP=cosy=—
J3
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:>ch 2 )dr+(22 =27 )dy + (x? - 2 )dz=

=4 ” (x+y+%a—x—yjdxdy:_6a J. dXdy=—§a3.

VAPQCT VAPQCT

Sa se calculeze integrala Cﬁcxdx + (x + y)dy + (x +y+ Z)dZ ,

X =asint,
daca C este curba C:{ y = acost, te [O,ZTC] .

z=a(sint +cost),

Rezolvare. Curba C este elipsa obtinuta prin intersectia cilindrului x?+ y2 =a’ cu

planul z=Xx+ y si este o curba simpld inchisd care margineste domeniul D pe planul
z=x+y.

Functiile P(x,y,z):x, Q(x,y,z)=x+y si R(x,y,z):x+y+z fiind

continue si cu derivate partiale continue putem aplica formula lui Stokes si vom obtine:

(J.)dex+(x+y)dy+(x+y+z)dZ:

:HD+dydz—dzdx+dxdy:— j dxdy = —

X2 +y2 <da?

Sé se calculeze IIS y? - zdxdy + xzdydz + x*ydzdx

daca S este suprafata exterioard a corpului din primul octant limitat de suprafetele
z=x+ yz; x* + y2 =1 si planele de coordonate.

Rezolvare. Suprafata paraboloidului z = X+ y2 si cea a cilindrului se intalnesc in
z=1 si deoarece functiile P(x,y,z); Q(x,y,z) si R(x,y,z) sunt continue si cu
derivate partiale continue se poate aplica formula Gauss- Ostrogradski si vom obtine:

H y?zdxdy + xzdydz + x? ydzdx = I” Yy 4+z+x )dxdydz—
0=

- ” U“y x +y2+z)dz]dxdy=

x? +y 241
x,y>0

< ] S bl e a2 frn o2

x2+y?<l 0 \0
x,y>0

238



D
! q
i //I
\ : 1 /
\ ] T/\ )/
\ ! /
\ |
\ ! ’
\ | /
\ ' ,/
! 7/
L—T. | ]
\ ' / ™~
/ AN : - \
N i
N
N\ =
< 10 1 y

Fig. 9.6
Sa se calculeze fluxul vectorului de pozitie a@ = xi + yj + zk prin suprafata

conului Z:l—\/x2+y2, z20.

Rezolvare. Fluxul vectorului @ prin suprafata consideratd va fi
¢:ﬂ xdydz + ydzdx + zdxdy .
S

Az

Fig. 9.7
Vom 1inchide suprafata conului cu discul din planul xOy (x2 + y2 < 1) $i vom
aplica formula lui Gauss-Ostrogradski, deoarece ipotezele acesteia sunt indeplinite

JISXdde+dedx+zdxdy+ _U xdydz + ydzdx + zdxdy =

x2+y2Sl
z=0

=[]+ 1+1)drdyez.
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H xdydz + ydzdx + zdxdy = 0 si deci ¢ = 3jﬂdxdydz_

x° +y 24
z=0

=3 H (1— Xy )dxdy 3j j p)pdpdd =m.
x +y 241
Sa se calculeze fluxul vectorului @ = x%7 + yzj_' + 2%k prin octantul pozitiv al
sferei x° +y2+z2 =1 (x>0,y>0, Z>0).

Rezolvare. Deoarece suprafata consideratd este deschisd, o vom inchide addugind
planele de coordonate x =0, y =0, z=0. Fluxul vectorului @ prin suprafata considerata

va fi:

o= j j x2dydz + y2dzdx + z%dxdy

Observam ca

j j x2dydz + y2dzdx + z%dxdy =

x2 +y2 <L, x,y>0

- j x2dydz + y*dzdx + zdxdy =

x=0
x? +y2 <1,y,z>0

- j x2dydz + y2dzdx + z%dxdy = 0.

y=0
x +y2 1,x,z2>0

Deoarece P(x,y,z) = x? , Q(x,y,z) = y2 si R(x,y,z) = 7% sunt functii de clasa

C! pe R? , suntem in conditiile formulei Gauss-Ostrogradski si

(|)=J.J.J.(2x+2y+2z)dxdydz,
Q

unde QQ = {(x,y,z)‘x2 +y2 + 72 <1, x,y,zZO} .

x=psinBcosp, pe[0,1];
Trecand la coordonate sferice €2: |y =psinBOsing, Oe |:0,g:|; Jacobianul
z=pcosH, @E[O,g}

transformarii este J = p> $in O . Obtinem:
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n/2 pm/2 pl . . . 5.
¢:2j0 Io jo(p51necos¢+psm@sm(p+pcos6)-p sinBdpdBde =

_1 /2 pem/2, 5 - . . )
__IO jo (sm Ocos@ +sin 9s1n(p+51n90056)d(pde_

/2
:lj“ sin20 +sin2 0+ Fsin0cos6 |do =T
2Jo 2 8

Sa se calculeze integrala J.J.S xzdde + yZdde + Z2dxdy ,

2 2 2

z
daca S este suprafata exterioara a conului —-+ y—2 — b_2 =0, ze [O,b], a,b>0.
a a

Rezolvare. Deoarece suprafata S este o suprafata deschisa, o vom inchide considerand

discul D :{(x,y,z)‘ z=b, x? +y2 < a2}

j jD x2dydz + y2dzdx + z%dxdy = 2 j ! 2 b2dxdy = na’h?.
x*+y%<a

Deoarece functiile P(x,y,z) = xz, Q(x,y,z) = y2 si R(x,y,z) =272 sunt

functii de clasa C! pe R3 si suprafata S \U D este o suprafatd inchisa, putem aplica formula
Gauss-Ostrogradski si vom obtine:

“S x*dydz + y*dzdx + z*dxdy + na’h* = J'J'J'(zx +2y+2z)dxdydz =

=2 ” [I,Hy x+J’+Z)dZdedy:

x+y<a
2 2 2 2 2
N AT DT x4y _
_2 J'J' (x+)b| 1 - +2£1 . jdxdy_

x+y <d?

2

AT (2P . b_p_ﬁ _nb2a2
_2.[0 J.o bp (1 . (cos®+sinB)+ Ry dpd0 = :

na’b?

Deci, j jS x2dydz + y2dzdx + z2dxdy = — .
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3. Test de autoevaluare

Folosind formula lui Green, si se calculeze:

1. I—xzydx + xyzdy ,
r

2 2 2 A .-
unde I este cercul x“ + y“ = R” parcurs in sens pozitiv.

nR*

Raspuns.
_ 2 2
2. I—jxydx+(x -y )dy ,
r

unde I' este conturul AOAB de varfuri O(0,0), A(2,1), B(I,Z) parcurs in sens pozitiv.

Raspuns. —.
3. I=I(3x2 —8y2)dx+(4x—6xy)dy ,
r

unde I" este frontiera domeniului
D={(x,y)‘x+y£1, x>0, yZO}.
Raspuns. é
3
Sa se calculeze integralele de suprafata, utilizand formula Gauss-Ostrogradski:

4, j j xdydz + ydzdx + zdxdy,
S

unde S este fatd exterioard a domeniului din R3, delimitat de planele
x+y+z=a,x=0,y=0,z=0.
3

R a
aspuns. —.
2

5. I=”x(y2 —zz)dydz+y(z2 —xz)dzdx+z(x2 —yz)dxdy,
S

unde S este fata exterioara a sferei X%+ y2 +2z° =R?.
Raspuns. 0.

6. 1 = ”xdydz + ydzdx — 2zdxdy,
S

unde S este forta exterioara a domeniului din R’ marginit de planele

x=0,y=0,z=0,x=1, y=1, z=1.
Rispuns. 0.
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Sa se calculeze integralele urmatoare, aplicand formula lui Stokes:

7. J. yzdx + szy +x°dz, unde ABCA este conturul poligonal determinat de

ABCA
punctele A(a,0,0), B(O,a,()), C(0,0,a).

Raspuns. —a’.

8. I(Zx—z)dx+(y—z+1)dy+22dz,
r

unde I" margineste suprafata

S :{(x,y,z)‘x2 +y2 = 22, z 6[1,2], x>0,y2 0}.

Raspuns. 0.
9. Fie campul vectorial F(x,y,z) = (2Z —-2y,2x—-2z2,2y— 2x)
2 2
si elipsoidul — + 2 +2%2 =1 Si se calculeze circulatia campului F in lungul curbei de

intersectie dintre elipsoid si semiplanele de coordonate x >0, ¥y >0, z >0 in sens pozitiv.

Riaspuns. 117,

10. Sa se calculeze 4}()6 — y)dx +dy, daca
oD

D:{(x,y)‘x2 +y2 <2x, yZO}.

R T
aspuns. —.
2

11. Sa se calculeze integrala
Sﬁc(y_z)dx+(z_x)dy+(x_z)dz,

curba C este obtinuta prin intersectia cilindrului x*+ y2 =1 cuplanul x +z=1.

Rispuns. 47.
12. Sa se calculeze integrala

q.)c(yz+22)dx+(x2+22)dy+(x2+y2)dz,

daca C este curba aflata la intersectia sferei x>+ y2+22 =2-R-x cu cilindrul

X%+ y2 =2-r-x, 0<r<R, z>0, parcursa in sens trigonometric privind dinspre partea
pozitiva a axei Ox.

Rispuns. 2nRr.
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4. Tema de control

1. Sa se calculeze integrala
H(2x + xyz)dydz + (22 —%yﬁdzdx + xy\/xz + yzdxdy ,
S

2 2
- e X .
unde S este suprafata exterioara a solidului comun suprafetelor T+y—=22 si

Rispuns. 167,
2. Sa se calculeze integrala (ﬁ yzdx + szy +x%dz,
C

dacd C este curba lui Viviani definitd prin intersectia suprafetelor X+ y2 +z2 =47 si

x2+y2:a-x, a>0.

na3

Raspuns. —.
4
3. Calculati direct si apoi verificati rezultatul folosind formula Stokes, urmatoarea

integrald curbilinie ' = jx2y3dx +dy + zdz,

r
2 2 2
x“+y"=R";
unde I este cercul I : Y
z=0.
5 7R®
Rispuns. [ = e

4. Determinati cu ajutorul teoremei Gauss-Ostrogradski fluxul cAmpului vectorial
V= x2ylT + xyzj_' + xyzk
prin suprafata S ce este bordura domeniului

Q:{(x,y,z)eR3‘x2+y2+zzSRZ,xZO,yZO,220},R>0,

in directia normalei exterioare.

RS
Rispuns. (I)(V, S) = ER
5. Sa se calculeze integrala [ = J](x3 cosa. + y3 cosf + 23 cos y)dc ,

S

unde S este suprafata sferei x>+ y2 +2z7 = Rz, R >0,iar a, B, y sunt unghiurile formate
de normala exterioara cu directia pozitiva a axelor de coordonate.
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Raspuns. / =% R

6. Calculati folosind formula Gauss-Ostrogradski integrala de suprafata:

1= j j xzdxdz + yxdydx + zydzdy, unde S este bordura domeniului
S

Q:{(x,y,z)eR3‘x2+y2SRz,XZO,yZO,OSZSh}, R,heR:

Rispuns. [ = th(% + Tt_h)

3
7. Determinati fluxul campului vectorial v = X7+ y27 +z°k
2 2 2
. . X z
prin suprafata S a conului €2 = (x,y,z) eR? — —l—y—2 —b—2 <0,0<z<by,
a a

in directia normalei exterioare.
242
na“b
2

8. Sa se calculeze, folosind formula integrald a lui Stokes, integrala:

[:('ijdx+zdy+xdz,
C

Rispuns. ¢(17,S) =

unde C este conturul aflat la intersectia planului x+y+z=0 cu sfera

2

X+ y2 +z2=aq , @ >0, parcurs in sens direct fatd de axa Ox.

Raspuns. na2\/§.
9. Sa se calculeze, folosind formula integrala lui Gauss-Ostrogradski, integrala:

I:Cﬁ)(x—y+z)dy/\dz+(y—z+x)d2/\dx+(z—x+y)dx/\dy,
S

unde S este suprafata tetraedrului ABCO cu varfurile A(I,0,0), B(O,I,O), C(0,0,l) si
O(O, 0,0).

Raspuns. —.
2

10. (i) Sa se calculeze in doud moduri integrala: [ = j—xz -ydx +x- yzdy ,
C

2, a>0.

unde C este curba inchisa datd de ecuatia: X%+ y2 =a

(ii) Calculati valoarea integralei: [ = J. (x2 + yz)dx,
AB
unde AB este arcul din cercul x> + y2 =2-Xcu A(0,0) si B(l,l).

< N4
Raspuns. (i) Ea ; (i) 1.
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In dorinta de ridicare continua a standardelor desfasurarii activitatilor
dumneavoastra, va rugam sa completati acest chestionar si sa-l transmiteti
indrumatorului de an.

Disciplina: ANALIZA MATEMATICA
Unitatea de invatare/modulul:
Anul/grupa:
Tutore:

1. Care dintre subiectele tratate in aceasta unitate/modul considerati ca este cel
mai util si1 eficient? Argumentati raspunsul.

2. Considerati ca este necesard reluarea, sub forma de recapitulare, a unor
cunostinte de Analizd matematica din liceu care stau la baza acestei discipline ?
Argumentati.

3. Ce subiecte din acesta unitate de invatare/modul considerati ca ar fi trebuit sa
fie tratate mai extins ?

4. La care aplicatii practice ati intampinat dificultati in procesul de invatare?
Care credeti ca este motivul dificultatilor intalnite?

5. Timpul alocat acestui modul a fost suficient?

6. Daca ar fi sa va evaluati cunostintele acumulate din parcurgerea unitatii de
invatare/modului, care este nota pe care v-o alocati, pe o scala de la 1-10?.
Argumentati.
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1. Acest modul a intrunit asteptarile dumneavoastra?

In totalitate In mare masura in mica masura Nu

2. Aveti sugestii care sa conducd la cresterea calititii acestei unitati de
invatare/modul?

3. Aveti propuneri pentru alte teme in cadrul acestei discipline ? Argumentati.

4. Cunoasteti care sunt disciplinele de studiu din semestrele urmatoare la care
veti utiliza cunostintele dobandite la aceasta disciplina ?

5. Apreciati cd disciplinele de Matematica sunt utile si importante la formarea
Dvs intelectuala si profesionala prin dezvoltarea capacitatilor de abstractizare,
generalizare §1 sinteza, prin crearea si dezvoltarea unui rationament logic si
riguros, a unei argumentari fundamentate ?

Va multumim pentru feedback-ul dumneavoastra!
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